
Základy kombinatoriky a teorie graf̊u
Cvičeńı #6 – Ušaté lemma & rovinné grafy

Opakováńı

Věta 1 (Ušaté lemma). Graf G je (vrcholově) 2-souvislý, právě když lze vyrobit z cyklu postupným přilepováńım
cest za koncové vrcholy (hrana je cesta).

Graf G je rovinný, pokud má alespoň jedno rovinné nakresleńı (tj. nakresleńı, kde vrcholy jsou body,
hrany jsou křivky spojuj́ıćı vrcholy a hrany se mohou prot́ınat jen ve svých koncových vrcholech). Po
odstraněńı hran se rovina rozpadne na konečný počet souvislých oblast́ı, které nazýváme stěnami nakresleńı.

Věta 2 (Eulerova formule). Pro nakresleńı souvislého rovinného grafu o v vrcholech, e hranách a f stěnách
plat́ı v − e + f = 2.

Věta 3 (Kuratowského věta). Graf je rovinný, právě když neobsahuje podrozděleńı K3,3 ani K5 jako podgraf.

Př́ıklady

1. Dokažte, že následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(a) Ušaté lemma,

(b) Věta o syntéze 2-souvislých graf̊u: Graf je vrcholově 2-souvislý, právě když jde vyrobit z trojúhelńıku
postupným přidáváńım a podrozdělováńım hran.

2. Graf G je kriticky 2-souvislý, pokud kv(G) ≥ 2, ale kv(G − e) ≤ 1 pro všechny hrany e ∈ E(G).
Dokažte, že G má vrchol stupně 2. Ano, je to z druhé série domáćıch úkol̊u a ano, řeš́ı se to nejlépe
pomoćı ušatého lemmatu.

3. Ukažte, že pro každý rovinný graf s v ≥ 3 plat́ı e ≤ 3v − 6.

4. Ukažte, že Petersen̊uv graf neńı rovinný:

5. Pro dané nakresleńı rovinného grafu si jako hranici stěny F označ́ıme množinu vrchol̊u, které s F
soused́ı. Najděte rovinný graf a dvě jeho nakresleńı taková, že množiny hranic jejich stěn nejsou
stejné.

6. Nalezněte1 nakresleńı K5, K6 a K7 na torus.

7. Najděte graf, který lze nakreslit na torus tak, že jeho stěny jsou homeomorfńı otevřenému disku, ale
také tak, že nějaká jeho stěna otevřenému disku homeomorfńı neńı.

Když se budete nudit

Zkuste zobecnit Eulerovu větu pro libovolné plochy (doporučuju orientované a neorientované zvlášt’). Hint:
Bude z ńı nerovnost, pro orientované bude na pravé straně 2− 2g (g je genus) a rovnost bude nastávat pro
nakresleńı, kde je každá stěna homeomorfńı otevřenému disku.

1Klidně na internetu.



Hinty

Dávám je bez záruky, můžu v nich mı́t chyby. (Které jsou samozřejmě záměrné a kdyžtak mě na ně upo-
zorněte.)

1. Prostě si to rozmyslete :).

2. Použijte ušaté lemma. Rozmyslete si, co by se stalo, kdyby člověk v nějakém kroku přidal jenom cestu
délky 1 (tj. hranu).

3. Uvědomte si, že pridáńım hran můžete z každé stěny udělat trojúhelńık, a že každá hrana je incidentńı
s právě dvěma stěnami. Pak použijte Eulerovu formuli.

4. Najděte tam podrozděleńı K5 nebo K3,3.

5. Jedna monžost je mı́t nějakou velkou kružnici a dovnitř dvěma hranami připojit nějaký rozumný
rovinný graf. Rozmyslete si, že ten vnitřńı graf můžete

”
překlopit podle těch dvou hran“.

6. Uvědomte si, že torus je to samé jako čtverec v rovině, kde identifikujeme obě dvojice protěǰśıch stran

”
se stejnou orientaćı“. Až vás to přestane bavit, googlete

”
K 7 torus“.

7. Jeden takový graf je třeba motýlek, tj. dva trojúhelńıky slepené přes vrchol. Ve skutečnosti na to stač́ı
jeden vrchol, který má dvě smyčky, ale to možná nepovažujete za graf.
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