Zaklady kombinatoriky a teorie grafu

Cviceni #6 — Usaté lemma & rovinné grafy

Opakovani

Véta 1 (Usaté lemma). Graf G je (vrcholové) 2-souvisly, prdvé kdyz lze vyrobit z cyklu postupnygm prilepovdanim
cest za koncové vrcholy (hrana je cesta).

Graf G je rovinng, pokud m4 alespon jedno rovinné nakresleni (tj. nakresleni, kde vrcholy jsou body,
hrany jsou kiivky spojujici vrcholy a hrany se mohou protinat jen ve svych koncovych vrcholech). Po
odstranéni hran se rovina rozpadne na konecny pocet souvislych oblasti, které nazyvame sténami nakreslend.

Véta 2 (Eulerova formule). Pro nakresleni souvislého rovinného grafu o v vrcholech, e hrandch a f sténdch
plativ —e+ f = 2.

Véta 3 (Kuratowského véta). Graf je rovinng, pravé kdyz neobsahuje podrozdéleni K3 3 ani K5 jako podgraf.

Priklady
1. Dokazte, ze néasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

(a) Usaté lemma,
(b) Véta o syntéze 2-souvislych grafu: Graf je vrcholové 2-souvisly, prave kdyz jde vyrobit z trojihelniku

postupnym pfidavanim a podrozdélovanim hran.

2. Graf G je kriticky 2-souvisly, pokud k,(G) > 2, ale k,(G — ¢e) < 1 pro vSechny hrany e € E(G).
Dokazte, ze G ma vrchol stupné 2. Ano, je to z druhé série domacich kolu a ano, Tesi se to nejlépe
pomoci usatého lemmatu.

3. Ukazte, ze pro kazdy rovinny graf s v > 3 plati e < 3v — 6.

4. Ukazte, ze Petersenuv graf neni rovinny:

5. Pro dané nakresleni rovinného grafu si jako hranici stény F oznaéime mmnozinu vrcholua, které s F
sousedi. Najdéte rovinny graf a dvé jeho nakresleni takovd, Zze mnoziny hranic jejich stén nejsou
stejné.

6. NaleznéteE] nakresleni K5, K¢ a K7 na torus.

7. Najdéte graf, ktery lze nakreslit na torus tak, ze jeho stény jsou homeomorfni otevienému disku, ale
také tak, ze néjaka jeho sténa otevienému disku homeomorfni neni.

Kdyz se budete nudit

Zkuste zobecnit Eulerovu vétu pro libovolné plochy (doporu¢uju orientované a neorientované zvlast). Hint:
Bude z ni nerovnost, pro orientované bude na pravé strané 2 — 2g (g je genus) a rovnost bude nastavat pro
nakresleni, kde je kazda sténa homeomorfni otevienému disku.

'Klidné na internetu.



Hinty

Davam je bez zaruky, muzu v nich mit chyby. (Které jsou samoziejmé zamérné a kdyztak mé na né upo-

zornéte. )

1. Prosté si to rozmyslete :).

2. Pouzijte usaté lemma. Rozmyslete si, co by se stalo, kdyby ¢lovék v néjakém kroku pridal jenom cestu
délky 1 (tj. hranu).

3. Uvédomte si, ze priddnim hran muzete z kazdé stény udélat trojihelnik, a ze kazda hrana je incidentni
s pravé dvéma sténami. Pak pouzijte Eulerovu formuli.

4. Najdéte tam podrozdéleni K5 nebo K3 3.

5. Jedna monzost je mit néjakou velkou kruznici a dovnitf dvéma hranami pfipojit néjaky rozumny
rovinny graf. Rozmyslete si, Ze ten vnitini graf muzete ,,pieklopit podle téch dvou hran*.

6. Uvédomte si, Ze torus je to samé jako ¢tverec v roviné, kde identifikujeme obé dvojice protéjsich stran
»,Se stejnou orientaci“. Az vas to prestane bavit, googlete ,,K_7 torus“.

7. Jeden takovy graf je tfeba motylek, tj. dva trojihelniky slepené pies vrchol. Ve skutecnosti na to staci

jeden vrchol, ktery mé dvé smycky, ale to mozna nepovazujete za graf.
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