Zaklady kombinatoriky a teorie grafu

Cviceni #5 — Hallova véta

Druha série domacich ukolu

Deadline na dvojnasobek bodu: 31. 3. 2020
1. Graf G je kriticky 2-souvisly graf, pokud k,(G) > 2, ale k(G — e) < 1 pro vSechny hrany e € E(G).

(a) Dokazte, ze G méa vrchol stupné 2. [2 body]
(b) Pro kazdé n najdéte piiklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespon n. [1 bod]

2. Dokazte, ze vrcholové 2-souvisly graf je kriticky 2-souvisly pravé tehdy, kdyz vSechny jeho cykly jsou
indukované. Jinak fe¢eno: Bud G = (V, E) vrcholové 2-souvisly graf. Dokazte, Ze nésledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni: [4 body]

(a) Pro kazdé e € E plati, ze k,(G —e) <1,
(b) Pro kazdou posloupnost ruznych vrcholu wvy,vs, ..., v, takovou, ze v;v;x1 € E pro vsechna i
(Un+1 = v1) plati, Ze mezi nimi nejsou zadné dalsi hrany.

3. Orientovany graf G = (V, E) je silné souvisly, pokud pro kazdé u,v € V obsahuje cesty v — viv — w.

(a) Ukazte, ze orientovany graf je silné souvisly, pravé kdyz z kazdé vlastni podmnoziny § C X C V
vychézi alesponi jedna hrana do V' '\ X. [1 bod]

(b) Ukazte, ze turnaj (orientace iplného grafu) je silné souvisly pravé tehdy, kdyz obsahuje oriento-
vany hamiltonovsky cyklus (tj. orientovanou kruznici, kterd navstivi kazdy vrchol prévé jednou,
kruznice je orientovand, pokud vSechny hrany vedou cyklicky stejnym smérem). [3 body]

Opakovani: Hallova véta

Necht X a I jsou mnoziny. MnoZinovyj systém na X je |I|-tice M = (M; : i € I), kde M; C X. VSimnéte
si, ze se muze stat M; = M; pro i # j. Systém ruznych reprezentanti pro M je prosta funkce f: I — X
takova, ze pro kazdé i € I méame f(i) € M;. Pokud nebude feceno jinak, predpokldddme, ze X, I C N a ze
X, I iv8echny M; jsou konec¢né.

Véta 1 (Hallova véta). Systém riznijch reprezentanti v M existuje prdvé tehdy, kdyz pro kazZdou J C I
plati ndsledujici (Hallova) podminka

U M| > 1.
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Priklady
1. Bud'te radi, Ze jsem udélal jen dvé iterace. (Nebo by to moc préace nepiidalo?)
(a) M4 systém vsech t¥iprvkovych podmnozin mnoziny {1,2, 3,4} systém ruznych reprezentantu?
(b) M4 systém vsech tiiprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,3,4,5} systém ruznych reprezentantu?

2. Pdrovdni v grafu G = (V, E) je mnozina F' C E takovd, ze kazdy vrchol v € V' patii do nejvyse jedné
hrany z F. Perfektni pdrovdni{ je parovani F takové, ze kazdy vrchol patii do pravé jedné hrany F.

(a) Najdéte 6 ruznych perfektnich parovani v Petersenové grafu a dokazte, ze zddna dalsi neexistuji.

(b) Dokazte, ze kazdy k-regularni bipartitni graf (k > 1) ma perfektni parovéni.

3. Latinsky obdélnik tddu k x n, k < n je matice L € {1,...,n}**" kde se v kazdém Fadku i sloupci
vyskytuje kazdé ¢islo nejvyse jednou. Latinsky ¢tverec Fddu n je latinsky obdélnik fadu n x n. Dokazte,
ze kazdy latinsky obdélnik jde doplnit na latinsky ¢tverec.

4. Najdéte nekoneény systém mnozin M, ktery spliiuje Hallovu podminku (tj. pro kazdé k € N obsahuje
sjednoceni libovolné k-tice mnozin z M alespon k prvku), ale nemé systém ruznych reprezentantu.

5. Dilworthova véta iikd, ze ma-li v konetném ¢dste¢ném usporadéni (P, <) nejdelsi antifetézec velikost
r, pak lze P rozdélit na r fetézcu. Dokazte, ze Dilworthova véta implikuje Hallovu vétu (pfesnéji fe¢eno
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Hinty

Davam je bez zaruky, muzu v nich mit chyby. (Které jsou samoziejmé zamérné a kdyztak mé na né upo-

zornéte. )

1

Pokud ma&, najdéte ho. Pokud nema, najdéte protipiiklad na Hallovu podminku. Bonus: Zkuste to
vyfesit obecné pro {1,...,n}.

(a) Prosté to udélejte.

(b) Predpokladejme, zZe ten graf mé partity A a B. Definujte si mnozinovy systém M4 = {{b € B :
ab € E} : a € A} tvoreny sousedy jednotlivych prvka z A. Rozmyslete si, jestli je néjaky vztah
mezi systémy ruznych reprezentanti M4 a perfektnimi parovanimi v puvodnim grafu.

Staci dokézat, ze pokud k < n, tak vzdy lze pfidat jeden Fadek (fadku je k). Abyste dokazali tohle,
vytvoite si bipartitni graf, kde v levé partité budou sloupce, v pravé partité ¢isla 1,...,n a sloupec je
spojeny s ¢islem pravé tehdy, kdyz dané ¢islo ve sloupci jesté neni. Pouzijte vysledek predchozi tlohy.

. Staci zvolit I = X = N. Nejdiiv si rozmyslete, jestli umite vytvofit néjaky takovy mnozinovy systém,

ze ma praveé jeden systém ruznych reprezentantu (tfeba f(i) = i). Pak vyuzijte toho, ze N je nekone¢né
a pridejte jednu mnozinu :).

. Tohle je trochu tézsi na ptredstavivost. Piedpokladejte, ze X a I jsou disjunktni, polozte P = X UT a

definujte < tak, ze jediné prvky v relaci jsou x < i, pravé kdyz « € M;. Uvédomte si, ze pokud systém
spliuje Hallovu podminku, pak X je nejvétsi antitetézec. Pak uz si jen uvédomte, ze mate hotovo.
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