Zaklady kombinatoriky a teorie grafu

Cviceni #4 — Souvislost grafu

Opakovani: Souvislost grafii

Bud G = (V, E) graf. G je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta. Hranovy vez G je
mnozina F' C FE takova, ze graf (V, E'\ F) je nesouvisly. Vrcholovy ez G je mnozina C C V takové, ze graf
G[V \ C] je nesouvisly (kde G[A] = (A,EN (‘;‘)) je graf, ktery g indukuje na A).

Hranovd souvislost G (znacime k.(G)) je velikost nejmensiho hranového fezu G. Vrcholovd souvislost G
(ky(@)) je k — 1, pokud G ~ K}, a velikost nejmensiho vrcholového fezu G jinak. Graf je vrcholové (resp.
hranové) k-souvisly, pokud k,(G) > k resp. ke(G) > k.

Véta 1 (Fordova—Fulkersonova véta). ke(G) > k, pravé kdyz mezi kaZdgmi dvéma vrcholy u,v € V' existuje
alespon k hranové disjunktnich cest.

Véta 2 (Mengerova véta). ky(G) > k, prdvé kdyz mezi kazdgmi dvéma vrcholy u,v € V' existuje alespori k
vrcholové disjunktnich cest (u a v samozrejmé sdileji).

Piiklady
1. Dokazte nasledujici tvrzeni pro vrcholové k-souvisly graf G = (V, E):

(a) Pro kazdy vrchol x € V' a kazdou mnozinu A C V takovou, ze |A| = k a x ¢ A existuje k cest z
x do vrcholu A takovych, ze kazdé dvé z nich sdileji pouze x.
(b) Pro kazdé dveé disjunktni mnoziny A, B C V velikosti k existuje k tplné vrcholové disjunktnich
cest z A do B.
2. Bud Qj hyperkrychle (tj. Qr = ({0,1}*, E) a x,y € E, pravé kdyz se z,y lisf na pravé jedné pozici).
Ukazte, ze k,(Qr) = k.

3. Graf je k-reguldrni, ma-li vSechny stupné rovné k.

(a) Ukazte, ze pro kazdé k > 2 je kazdy k-regularni souvisly bipartitni graf vrcholové 2-souvisly.
(b) Plati predchozi bod i bez predpokladu bipartitnosti?
(¢) Co kdybychom se ptali na hranovou souvislost?

4. Graf G je kriticky 2-souwvisly graf, pokud k,(G) > 2, ale k,(G — e) < 1 pro vSechny hrany e € E(G).

(a) Dokazte, ze G méa vrchol stupné 2.
(b) Pro kazdé n najdéte piiklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespon n.

5. Orientovany graf G = (V, E) je silné souvisly, pokud pro kazdé u,v € V obsahuje cesty u — viv — wu.

(a) Ukazte, ze orientovany graf je silné souvisly, préave kdyz z kazdé vlastni podmnoziny § C X C V
vychézi alespon jedna hrana.

(b) Ukazte, ze kazdy turnaj (orientace uplného grafu) je silné souvisly pravé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany hamiltonovsky cyklus (tj. kruznici, kterd navstivi kazdy vrchol pravé jednou).
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