Zaklady kombinatoriky a teorie grafu
Cviceni #3 — Toky v sitich & souvislost graft

Opakovani: Toky v sitich

Sit N = (V, E, ¢, s,t) je pétice, kde (V, E) je orientovany graf, c je funkce E — R=ZY uddvajici kapacity hran
a s a t jsou vrcholy grafu — zdroj (source) a stok (target). Tok v N je funkce f: E — R takové, ze pro
kazdou hranu e € E plati 0 < f(e) < c(e) a pro kazdy vrchol v € V'\ {s, ¢} plati

Z f(u,v): Z f(v,u),

(u,w)ER (vyu)eE

neboli ,,co do vrcholu vtece, to z néj i vytece“. Velikost toku f definujeme jako

=D flut)= Y f(tuw).

(u,t)eE (tw)eRE

Cesta (ne nutné orientovand, tj. mluvime o posloupnosti hran takové, ze kazdé dvé sousedni hrany sdileji
vrchol, ale nemusi to byt druhy vrchol prvni hrany a prvni vrchol druhé hrany) je nasycend, pokud pro
néjakou jeji hranu e plati jedna ze dvou moznosti

1. e je orientovand po sméru cesty a f(e) = c(e) nebo

2. e je orientovana proti sméru cesty a f(e) = 0.

Jako rezervu hrany e (vzhledem k néjaké cesté) oznacime r(e) = c(e) — f(e), pokud je e orientovana po sméru
cesty, a r(e) = f(e) jinak. Tj. cesta je nasycend, pokud obsahuje hranu nulové rezervy. Rez je podmnozina
hran takovd, Ze po jejim odstranéni neexistuje cesta z s do t, a kapacita fezu R je ) . c(e).

Ford—Fulkerson
N = (V,E,c,s,t) je sit.

1. f < nulovy tok

2. Dokud existuje nenasycend (zlepsugict) cesta P z s do t:

(a) d < mineepr(e)
(b) Zvétsime tok f podél P o d (tj. kazdé hrané e € P zvétsime/zmensime f(e) o d podle toho, jakym
smérem e vede).

Opakovani: Souvislost grafi

Bud G = (V, E) graf. G je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje cesta. Hranovy vez G je
mnozina F' C F takova, ze graf (V, E'\ F) je nesouvisly. Vrcholovy ez G je mnozina C C V takové, ze graf
G[V \ C] je nesouvisly (kde G[A] = (A, EN (‘g)) je graf, ktery g indukuje na A).

Hranovd souvislost G (zna¢ime k.(G)) je velikost nejmensiho hranového fezu G. Vrcholovd souvislost G
(kv(@)) je k — 1, pokud G ~ K}, a velikost nejmensiho vrcholového fezu G jinak. Graf je wvrcholové (resp.
hranové) k-souvisly, pokud k,(G) > k resp. ke(G) > k.

Z prednasky vime, ze ke(G) — 1 < k(G — €) < ke(G) a ky(G) — 1 < ky(G — e) < ky(G). Moznd jsme
stihli také FF vétu (ke(G) > k, pravé kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy u,v € V' existuje alespon k hranové
disjunktnich cest) a Mengerovu vétu (k,(G) > k, pravé kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy u,v € V' existuje
alespon k vrcholové disjunktnich cest (u a v samoziejmé sdileji)).



Priklady

1. Najdéte orientovany graf na 4 vrcholech a pro kazdé n najdéte celoc¢iselné kapacity jeho hran (< en
pro pevné c) takové, ze existuje posloupnost alespon n zlepsujicich cest, kterd odpovidd béhu Ford—
Fulkersona na této siti. (Tj. FF muze bézet exponencidlné dlouho vzhledem k velikosti vstupu.)

2. (Konigova véta.) Vrcholové pokryti grafu G je mnozina X C V(G) takové, ze kazdd hrana G je
incidentni (obsahuje) s néjakym vrcholem z X. Pdrovdni v grafu G je mnozina M C E(G) takova, ze
kazdy vrchol G je incidentni (obsazen) s nejvyse jednou hranou z M. Dokazte, ze v kazdém bipartitnim
grafu je velikost nejvétsiho parovani rovna velikosti nejmensiho vrcholového pokryti.

3. Najdéte piiklad grafu, kde lze odebrat vrchol tak, ze

(a) hranova souvislost vzroste (klesne) o libovolné predem dané ¢islo,

(b) vrcholova souvislost vzroste o libovolné predem dané ¢islo. O kolik muze k,(G) klesnout?

4. Bud Qy, hyperkrychle (tj. Qx = ({0,1}*, E) a 2,y € E, pravé kdyz se z,y lisi na pravé jedné pozici).
Ukazte, ze k,(Qr) = k.

5. Graf je k-reguldrni, ma-li vSechny stupné rovné k.

(a) Ukazte, ze pro kazdé k > 2 je kazdy k-regularni souvisly bipartitni graf vrcholové 2-souvisly.
(b) Plati predchozi bod i bez pfedpokladu bipartitnosti?
(¢) Co kdybychom se ptali na hranovou souvislost?

6. Graf G je kriticky 2-souvisly graf, pokud k,(G) > 2, ale k,(G — e) < 1 pro v8echny hrany e € E(G).

(a) Dokazte, ze G méa vrchol stupné 2.

(b) Pro kazdé n najdéte piiklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespon n.
7. Orientovany graf G = (V, E) je silné souvisly, pokud pro kazdé u,v € V obsahuje cesty v — viv — w.

(a) Ukazte, Ze orientovany graf je silné souvisly, pravé kdyz z kazdé vlastni podmnoziny § C X C V
vychézi alesponi jedna hrana.

(b) Ukazte, ze kazdy turnaj (orientace tuplného grafu) je silné souvisly pravé tehdy, kdyz obsahuje
orientovany hamiltonovsky cyklus (tj. kruznici, kterd navstivi kazdy vrchol pravé jednou).

Kdyz se budete nudit

Jsou-li n a k prirozend cisla, tak jako k-ty bit m znacéime cislici, kterd je v bindrnim zapise n na pozici
odpovidajici 2" (tj. napiiklad nulty bit n je jedna, pravé kdyz n je liché, sty bit &isel mensich nez 2'%° je
nula). Bud R graf, jehoz vrcholy jsou piirozend &isla (véetné nuly) a k a n jsou spojené hranou (k < n),
pravé kdyz k-ty bit n je roven jedné (tomuhle grafu se ¥ikd Radiv graf nebo také spocetny ndhodny graf).

7ze SN N = () existuje vrchol v takovy, Ze je spojeny hranou se vSemi vrcholy z S a s zddnym z N.

2. S pomoci pfedchoziho bodu dokazte, ze R obsahuje kazdy koneény ¢i spocetny graf jako indukovany
podgraf.

3. Dokazte, ze pokud je G spocetny graf, ktery ma rozsifujici vlastnost, tak je G izomorfni s R. (Tézsi,
feknéte si o hint.)
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