Zaklady kombinatoriky a teorie grafu
Cviceni #2 — Toky v sitich

Prvni série domacich ukolu

Deadline na dvojnasobek bodu: 10. 3. 2020

1. Kolik nejméné a nejvice hran muze mit graf s n vrcholy a pravé k komponentami souvislosti? (Dokazte
to pofadné, ne jako ja na prvnim cviceni.) [2 body]

2. Spocitejte pocet (ne nutné indukovanych) kruznic délky k v grafu K,,, (jako funkci proménnych
k,m,n € N). [2 body]

3. Necht T je strom takovy, Ze pro kazdou jeho hranu e maji obé komponenty T' — e lichy pocet vrchol.
Dokazte, ze viechny vrcholy T' maji lichy stupen. [3 body]

4. Dokazte, ze pro kazdé n > 1 jde K, rozdélit na n hranové disjunktnich cest ruzné délky, tj. jednu cestu
na 1 vrcholu, jednu cestu na 2 vrcholech, ..., jednu cestu na n vrcholech. (Hint: Nejdiiv to dokazte pro
n liché.) [4 body]

Opakovani: Toky v sitich

Sit N = (V,E,c,s,t) je pétice, kde (V, E) je orientovany graf, c je funkce E — R=Z° udavajici kapacity hran
a s a t jsou vrcholy grafu — zdroj (source) a stok (target). Tok v N je funkce f: E — R takovd, ze pro
kazdou hranu e € F plati 0 < f(e) < ¢(e) a pro kazdy vrchol v € V' \ {s,t} plati

S sen= Y s
(u,v)eE (viu)eE
neboli ,co do vrcholu vtece, to z néj i vytece“. Velikost toku f definujeme jako

fl= ) flut)y— D f(tw),
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Cesta (ne nutné orientovand, tj. mluvime o posloupnosti hran takové, ze kazdé dvé sousedni hrany sdileji
vrchol, ale nemusi to byt druhy vrchol prvni hrany a prvni vrchol druhé hrany) je nasycend, pokud pro
néjakou jeji hranu e plati jedna ze dvou moznosti

1. e je orientovand po sméru cesty a f(e) = c¢(e) nebo

2. e je orientovand proti sméru cesty a f(e) = 0.
Jako rezervu hrany e (vzhledem k néjaké cesté) oznacime r(e) = c(e)— f(e), pokud je e orientovand po sméru

cesty, a r(e) = f(e) jinak. Tj. cesta je nasycend, pokud obsahuje hranu nulové rezervy. Rez je podmnozina
hran takova, Ze po jejim odstranéni neexistuje cesta z s do t, a kapacita fezu R je ) . c(e).

Ford—Fulkerson
= (V,E,c,s,t) je sit.
1. f < nulovy tok

2. Dokud existuje nenasycend (zlepsujici) cesta P z s do t:

(a) d < min.cpr(e)
(b) Zvétsime tok f podél P o d (tj. kazdé hrané e € P zvétsime/zmensime f(e) o d podle toho, jakym
smérem e vede).



Priklady

1. Rucné si odkrokujte béh Fordova—Fulkersonova algoritmu na ndasledujici siti (pokud se vam chce).
Najdéte také odpovidajici fez maximalni kapacity.
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2. Kolik ruznych maximalnich toku muze mit néjaka sit?
3. Jak dlouho pobézi Ford—Fulkerson na nasledujici siti, pokud zacéne cestou svavst a potom bude opakovat
posloupnost cest Py = svquzvovit, Py = svgugvgt, Py, Py = svjvoust? Zbylé kapacity jsou c(e;) = 10 =

1, clea) =1 acles) =1, kde r = ‘/52*1, tj. 72 = 1 — r. (Viz “Ford-Fulkerson algorithm” na anglické
Wiki.)

4. V definici toku omezujeme kapacitu hran. Ob¢as by se ale hodilo omezit i kapacitu néjakych vrcholu.
Jak takovy tok najit?

5. (Konigova véta.) Vrcholové pokryti grafu G je mnozina X C V(G) takové, ze kazda hrana G je
incidentni (obsahuje) s néjakym vrcholem z X. Pdrovani v grafu G je mnozina M C E(G) takové, ze
kazdy vrchol G je incidentni (obsazen) s nejvyse jednou hranou z M. Dokazte, ze v kazdém bipartitnim
grafu je velikost nejvétsiho parovani rovna velikosti nejmensiho vrcholového pokryti.

6. (Z minula:) Sestrojte nekoneéné mnoho grafu, které jsou izomorfni svému dopliku.

https: //kam. mff. cunt. cz/ ~matej/teaching/ 1920/ ktg
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