Zaklady kombinatoriky a teorie grafu

Cviceni #13 — Hamiltonovské kruznice

Piiklady

1. Naleznéte hamiltonovskou kruznici v pravidelném dvanactisténu.

Obrazek 1: Graf dvanéctisténu, ukraden z Wikipedie.

2. Necht n > 3 je prirozené. Jako f(n) oznaéme maximdlni po¢et hran v grafu na n vrcholech, ktery
neobsahuje hamiltonovskou kruznici. Dokazte, ze f(n) = (";') + 1. (Tj. musite dokézat horn{ odhad
a také zkonstruovat grafy, kde je to tésné.)

3. Je-li G graf a k piirozené &islo, jako G oznacime graf, kde V(G*) = V(G) a wv € E(G¥) pravé kdyz
vzdalenost mezi u a v v G je nejvyse k.

(a) Ukazte, 7ze je-li T strom, T obsahuje hamiltonovsky cyklus.

(b) Dokazte, ze pro kazdy souvisly graf G obsahuje G hamiltonovsky cyklus (mtize se vam hodit
predchozi bod).

(c) Najdéte souvisly graf G takovy, ze G? neobsahuje hamiltonovsky cyklus.

4. Prisel vam duvéryhodné vypadajici e-mail od feditele ndrodni nigerijské banky, ze vam v&s ztraceny
strycek odkéazal krabicku, kterd pro urc¢itou konstantu C' > 1 umi C-aproximovat TSP v konstantnim
case na uplnych grafech. (To jest, na vstupu skifiika dostane uplny graf s hranami ohodnocenymi
kladnymi celymi &isly a vrati néjakou hamiltonovskou kruznici, jejiz délka je maximalné C krat horsi,
nez optimum.) Najdéte zpusob, jak v polynomidlnim ¢ase s pomoci tohle krabicky pro libovolny graf
G (na vstupu) urcit, zda obsahuje hamiltonovskou kruznici. (Jinymi slovy, dokazte, ze C-aproximace
TSP je NP-iuplna.)



Hinty

1. Vygooglete ,,dodecahedron hamiltonian cycle“.

2. Pro spodni odhad vezméte Uplny graf na n — 1 vrcholech, na ktery pfivésite jednou hranou jeden
vrchol. Pro horni odhad pouzijte dusledek Chvétalovy véty (ten s deg(u) + deg(v) > n).

(a) Indukei podle poctu vrcholu dokazte, ze je-li T' zakorenény strom, pak bud |V(T)| < 2, anebo
T3 obsahuje hamiltonovsky cyklus takovy, Ze na ném sousedi koien s jednim ze svych piimych
potomku (piimych v T').

(b) Vezméte kostru.

(¢) Nechci vam to rovnou prozradit. Z toho, jak zni prvni ¢dst dlohy, asi uhodnete, ze existuji dokonce
takové stromy. (Ve skutecnosti, pokud je graf vrcholové 2-souvisly, pak je jeho druhd mocnina
hamiltonovska.) Rozmyslete si, ze pokud méte graf, ktery obsahuje tfi vrcholy stupné 2, které
maji spole¢ného souseda, pak takovy graf nemuze byt hamiltonovsky. Zkuste téhle konfigurace
dosdahnout ve druhé mocniné néjakého stromu.

4. Vyrobte tplny graf na stejné mnoZiné vrcholi, jeho ptivodn{ hrany ohodnotte jedni¢kou a jeho puvodni
hrany néjakym velkym éislem (zavislym na C, ale polynomidlnim ve po¢tu vrcholu).
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