
Základy kombinatoriky a teorie graf̊u
Cvičeńı #13 – Hamiltonovské kružnice

Př́ıklady

1. Nalezněte hamiltonovskou kružnici v pravidelném dvanáctistěnu.

Obrázek 1: Graf dvanáctistěnu, ukraden z Wikipedie.

2. Necht’ n ≥ 3 je přirozené. Jako f(n) označme maximálńı počet hran v grafu na n vrcholech, který
neobsahuje hamiltonovskou kružnici. Dokažte, že f(n) =

(
n−1
2

)
+ 1. (Tj. muśıte dokázat horńı odhad

a také zkonstruovat grafy, kde je to těsné.)

3. Je-li G graf a k přirozené č́ıslo, jako Gk označ́ıme graf, kde V (Gk) = V (G) a uv ∈ E(Gk) právě když
vzdálenost mezi u a v v G je nejvýše k.

(a) Ukažte, že je-li T strom, T 3 obsahuje hamiltonovský cyklus.

(b) Dokažte, že pro každý souvislý graf G obsahuje G3 hamiltonovský cyklus (může se vám hodit
předchoźı bod).

(c) Najděte souvislý graf G takový, že G2 neobsahuje hamiltonovský cyklus.

4. Přǐsel vám d̊uvěryhodně vypadaj́ıćı e-mail od ředitele národńı nigerijské banky, že vám váš ztracený
strýček odkázal krabičku, která pro určitou konstantu C ≥ 1 umı́ C-aproximovat TSP v konstantńım
čase na úplných grafech. (To jest, na vstupu skř́ıňka dostane úplný graf s hranami ohodnocenými
kladnými celými č́ısly a vrát́ı nějakou hamiltonovskou kružnici, jej́ıž délka je maximálně C krát horš́ı,
než optimum.) Najděte zp̊usob, jak v polynomiálńım čase s pomoćı tohle krabičky pro libovolný graf
G (na vstupu) určit, zda obsahuje hamiltonovskou kružnici. (Jinými slovy, dokažte, že C-aproximace
TSP je NP-úplná.)



Hinty

1. Vygooglete
”
dodecahedron hamiltonian cycle“.

2. Pro spodńı odhad vezměte úplný graf na n − 1 vrcholech, na který přivěśıte jednou hranou jeden
vrchol. Pro horńı odhad použijte d̊usledek Chvátalovy věty (ten s deg(u) + deg(v) ≥ n).

3.

(a) Indukćı podle počtu vrchol̊u dokažte, že je-li T zakořeněný strom, pak bud’ |V (T )| ≤ 2, anebo
T 3 obsahuje hamiltonovský cyklus takový, že na něm soused́ı kořen s jedńım ze svých př́ımých
potomk̊u (př́ımých v T ).

(b) Vezměte kostru.

(c) Nechci vám to rovnou prozradit. Z toho, jak zńı prvńı část úlohy, asi uhodnete, že existuj́ı dokonce
takové stromy. (Ve skutečnosti, pokud je graf vrcholově 2-souvislý, pak je jeho druhá mocnina
hamiltonovská.) Rozmyslete si, že pokud máte graf, který obsahuje tři vrcholy stupně 2, které
maj́ı společného souseda, pak takový graf nemůže být hamiltonovský. Zkuste téhle konfigurace
dosáhnout ve druhé mocnině nějakého stromu.

4. Vyrobte úplný graf na stejné množině vrchol̊u, jeho p̊uvodńı hrany ohodnot’te jedničkou a jeho p̊uvodńı
hrany nějakým velkým č́ıslem (závislým na C, ale polynomiálńım ve počtu vrchol̊u).

https: // kam. mff. cuni. cz/ ~ matej/ teaching/ 1920/ ktg

https://kam.mff.cuni.cz/~matej/teaching/1920/ktg

