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Cvičeńı #9 – Vytvořuj́ıćı funkce

Třet́ı série domáćıch úkol̊u

Deadline na dvojnásobek bod̊u: 5. 5. 2018

1. Určete koeficient u členu x14 ve výrazu (x + x3 + x5 + · · · )6. Vyjádřete jej ve tvaru
(
p
q

)
pro nějaká

přirozená p, q. [3 body]

2. Graf G má 360 vrchol̊u a každý jeho vrchol má stupeň 3 nebo 4. Každý vrchol stupně 3 soused́ı
se dvěma vrcholy stupně 3 a s jedńım vrcholem stupně 4. Každý vrchol stupně 4 soused́ı s jedńım
vrcholem stupně 3 a se třemi vrcholy stupně 4. Určete počet hran grafu G. [2 body]

3. Spoč́ıtejte počet zp̊usob̊u, jimiž jde konvexńı n-úhelńık rozdělit pomoćı úhlopř́ıček na trojúhelńıky.
(Abychom neměli r̊uzné definice: Pro n = 4 je výsledek 2.) Stač́ı, když najdete rekurenci, nemuśıte ji
řešit. [3 body]

4. Dokažte, že pro každé n ∈ N existuje N ∈ N takové, že každá množina N bod̊u v rovině obsahuje bud’

n bod̊u na př́ımce, anebo n bod̊u v obecné poloze (tj. žádné dva na př́ımce). [2 body]

5. Dokažte, že pokud m > 2 a p je dostatečně velké prvoč́ıslo (můžete si zvolit, co znamená dostatečně
velké, a může to být v závislosti na m), pak existuj́ı 1 ≤ a, b, c < p taková, že [6 bod̊u]

am + bm ≡ cm (mod p).

Opakováńı

Tyhle věci jako matematici umı́te určitě ĺıp než já. Vytvořuj́ıćı funkce pro posloupnost (a0, a1, a2, . . .) je
mocninná řada a(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · · . Např́ıklad 1
1−x je vytvořuj́ıćı funkce pro (1, 1, . . .) a (1 +x)n je

vytvořuj́ıćı funkce pro (
(
n
0

)
,
(
n
1

)
, . . .) (protože pro k > n plat́ı

(
n
k

)
= 0). Pochopitelně, pokud a(x) konverguje

na nějakém okoĺı nuly, tak je takový přechod mezi formálńımi mocninnými řadami a skutečnými funkcemi
legálńı, protože všechny členy ai nějak odpov́ıdaj́ı derivaćım v nule. Speciálně pokud existuje K takové, že
|an| ≤ Kn pro každé n, tak má a(x) nenulový poloměr konvergence.

Př́ıklady

1. Vyřešte DÚ1.

2. Ve zmrzlinářstv́ı prodávaj́ı 3 druhy zmrzlin — jahodovou, citronovou a čokoládovou. Kolika zp̊usoby
si můžete nechat naložit 12 kopečk̊u, pokud od každého druhu chcete alespoň dva kopečky, ale zároveň
chcete maximálně tři čokoládové kopečky? (Na pořad́ı kopečk̊u nezálež́ı.)

3. Necht’ (ai), (bi) jsou posloupnosti, a(x), b(x) jejich vytvořuj́ıćı funkce, α ∈ R a k přirozené. Vyrobte si
tabulku, jakou posloupnost vytvář́ı funkce: a(x) + b(x), αa(x), a(αx), xka(x), a(xk), a′(x),

∫ x
0 a(t)dt,

a(x)b(x) a
a(x)−a0−a1x−···−ak−1x

k−1

xk .

4. Najděte vytvořuj́ıćı funkce (v uzavřeném tvaru) pro následuj́ıćı posloupnosti: (0, 0,−6, 6,−6, 6,−6, . . .),
(1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .), (1, 4, 9, 16, . . .), (0, 2, 6, 12, 20, . . .) (tj. součty prvńıch i kladných sudých č́ısel).

5. Zjistěte, čemu se rovná an, které je zadané rekurentńı rovnićı a0 = 1, a1 = 2, an+2 = 5an+1 − 4an pro
n ≥ 0.

6. (Tady můžete potřebovat zobecněnou binomickou větu pro neceloč́ıselné exponenty.) Spoč́ıtejte, kolik
r̊uzných dobře uzávorkovaných výraz̊u se dá dostat z n otev́ıraćıch a n uzav́ıraćıch závorek. (Pro n = 2
jsou to ()() a (()).)



Hinty

1. Uvědomte si, že to je jako hledat koeficient x8 v (1 + x2 + · · · )6 a ten je stejný jako koeficient x4 v
(1 + x + · · · )6. To je potom to samé jako počet zp̊usob̊u, jak hodit čtyři identické kuličky do šesti
r̊uzných pytl̊u.

2. Vyjádřete si výsledek jako koeficient x12 u vhodného polynomu. Např́ıklad (x2 + x3) může znamenat,
že chceme alespoň dva, ale nejvýše tři čokoládové kopečky.

3. Prostě si rozmyslete, jak se dané operace s řadami chovaj́ı k jejim koeficient̊um. Tomu, co dělá násobeńı,
se taky někdy ř́ıká konvoluce.

4. Použijte triky z předchoźı úlohy a to, že v́ıte, že 1 + x + x2 + · · · = 1
1−x . Často se může hodit si

posloupnost rozdělit na dvě podposloupnosti (např́ıklad tu prvńı na sudé a liché členy) a ty pak seč́ıst.
U druhých mocnin se hod́ı vědět, že se každá druhá mocnina dá vyjádřit jako součet prvńıch několika
lichých č́ısel. A ten součet se dá vyrobit jako konvoluce s posloupnost́ı samých jedniček.

5. Chce to umět řešit lineárńı rekurentńı rovnice.

6. Vyrobte si rekurenci a vyřešte ji. (Mimochodem, jsou to Catalanova č́ısla :P.)
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