Zaklady kombinatoriky a teorie grafu
Cviceni #9 — Vytvorujici funkce

Treti série domacich ukolu

Deadline na dvojndsobek bodu: 5. 5. 2018

1. Urcete koeficient u ¢lenu z'*

prirozend p, q. [3 body]

ve vyrazu (z + 23 + 2° + - -+ ). Vyjadiete jej ve tvaru (5) pro néjaka

2. Graf G méa 360 vrcholu a kazdy jeho vrchol mé stupen 3 nebo 4. Kazdy vrchol stupné 3 sousedi
se dvéma vrcholy stupné 3 a s jednim vrcholem stupné 4. Kazdy vrchol stupné 4 sousedi s jednim
vrcholem stupné 3 a se tfemi vrcholy stupné 4. Urcete pocet hran grafu G. [2 body]

3. Spocitejte pocet zpusobu, jimiz jde konvexni n-tihelnik rozdeélit pomoci thlopficek na trojihelniky.
(Abychom nemeéli ruzné definice: Pro n = 4 je vysledek 2.) Staci, kdyz najdete rekurenci, nemusite ji
fesit. [3 body]

4. Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje N € N takové, zZe kazd4 mnozina N bodu v roviné obsahuje bud
n bodu na pifmce, anebo n bodu v obecné poloze (tj. zddné dva na piimce). [2 body]

5. Dokazte, ze pokud m > 2 a p je dostatecné velké prvocislo (muzete si zvolit, co znamend dostate¢né
velké, a muze to byt v zavislosti na m), pak existuji 1 < a,b, ¢ < p takové, ze [6 boda]

a4+ 0" =" (mod p).

Opakovani

Tyhle véci jako matematici umite urcité lip nez ja. Vytvorujici funkce pro posloupnost (ag,a1,az,...) je
mocninn fada a(z) = ag + a1z + asx? + - - - . Napiiklad ﬁ je vytvorujici funkce pro (1,1,...) a (1 +z)" je
vytvorujici funkce pro ((8), (7{), ...) (protoze pro k > n plat{ (Z) = 0). Pochopitelné, pokud a(z) konverguje
na néjakém okoli nuly, tak je takovy pirechod mezi formalnimi mocninnymi fadami a skuteé¢nymi funkcemi
legalni, protoze vSechny ¢leny a; néjak odpovidaji derivacim v nule. Specidlné pokud existuje K takové, ze
lan| < K™ pro kazdé n, tak mé a(x) nenulovy polomér konvergence.

Priklady

1. Vyieste DUL.

2. Ve zmrzlinafstvi proddvaji 3 druhy zmrzlin — jahodovou, citronovou a ¢okoladovou. Kolika zpusoby
si muzete nechat nalozit 12 kopecku, pokud od kazdého druhu chcete alespon dva kopecky, ale zaroven
chcete maximalné tii cokolddové kopecky? (Na poradi kopecku nezélezi.)

3. Necht (a;), (b;) jsou posloupnosti, a(x),b(z) jejich vytvorujici funkce, o € R a k prirozené. Vyrobte si
tabulku, jakou posloupnost vytvaii funkee: a(x) + b(z), aa(z), a(az), 2¥a(z), a(z¥), d'(z), Jy a(t)dt,

a(z)b(z) a a(w)—ao—alrx—km—amﬂ’“‘l

4. Najdéte vytvorujici funkce (v uzavieném tvaru) pro nésledujici posloupnosti: (0,0, —6,6, —6,6, —6, . ..),
(1,1,2,2,4,4,8,8,...), (1,4,9,16,...), (0,2,6,12,20,...) (tj. soucty prvnich i kladnych sudych ¢isel).

5. Zjistéte, temu se rovna a,, které je zadané rekurentni rovnici ag = 1, a1 = 2, ant2 = dapy1 — 4a, pro
n > 0.

6. (Tady muzete potfebovat zobecnénou binomickou vétu pro neceloc¢iselné exponenty.) Spocitejte, kolik
ruznych dobfe uzdvorkovanych vyrazu se da dostat z n oteviracich a n uzaviracich zévorek. (Pro n = 2

jsou to ()() a (()).)



Hinty

1.

Uvédomte si, Ze to je jako hledat koeficient 8 v (1 4+ 22 + ---)% a ten je stejny jako koeficient z* v
(14 2+ ---)5%. To je potom to samé jako pocet zpiisobii, jak hodit ¢tyii identické kulicky do Sesti
riznych pytla.

. Vyjadrete si vysledek jako koeficient #'? u vhodného polynomu. Napiiklad (22 + 2?®) miize znamenat,

ze chceme alespon dva, ale nejvyse tfi cokolddové kopecky.

. Prosté si rozmyslete, jak se dané operace s fadami chovaji k jejim koeficientum. Tomu, co déld ndsobent,

se taky nékdy tika konvoluce.
1

. Pouzijte triky z pfedchozi dlohy a to, Ze vite, ze 1 + x + 22 + --- = ——. Casto se muze hodit si

1—zx-
posloupnost rozdélit na dvé podposloupnosti (napiiklad tu prvni na sudé a liché ¢leny) a ty pak secist.

U druhych mocnin se hodi védét, ze se kazda druhd mocnina da vyjadiit jako soucet prvnich nékolika
lichych ¢isel. A ten soucet se dé vyrobit jako konvoluce s posloupnosti samych jednicek.

. Chce to umeét resit linedrni rekurentni rovnice.

. Vyrobte si rekurenci a vyteste ji. (Mimochodem, jsou to Catalanova ¢isla :P.)
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