Zadani

Dokazte pro orientovany graf G, ze nasledujici je ekvivalentni
1. G ma uzavieny eulerovsky orientovany tah.

2. G je silné souvisly a vstupni stupeni kazdého vrcholu je roven vystupnimu
stupni.

3. G je slabé souvisly a vstupni stupen kazdého vrcholu je roven vystupnimu
stupni.

Népoveéda: Dukaz je podobny dukazu pro neorientované grafy.

Reseni
Vrcholy G budeme oznacovat jako V' = {vq,ve,...,v,}.

Dukaz 1 = 2:

Uzavieny eulerovsky tah projde vSechny hrany grafu. Tah také projde vSechny
vrcholy. Uvazme libovolny vrchol v;. Tah musi navstivit tento vrchol nejméné
jednou, ale je mozné, ze ho navstivi vicekrdt (oznac¢me pocet navstév x). Vzdy,
kdyz tah vstoupi do vrcholu, musi z néj i odejit. Pro kazdou navstévu je tedy
pouzita 1 hrana vedouci do v; a jedna hrana vedouci z v;. Celkem po z navstévach
je pouzito & hran vedoucich do v; a @ hran vedoucich z v;. Z&dné jiné hrany, nez
téchto 2z hran neexistuje, protoze tah je eulerosky a musel pouzit vSechny hrany
incidentni s v;. Potom nutné deg_(v;) = deg (v;).

Silna souvislost grafu plyne z toho, ze nasledovanim vrchol v pofadi tahu se
1ze dostat z libovolného vrcholu do libovolného jiného vrcholu. Kazdé dva vrcholy
jsou tedy propojeny orientovanym tahem, ktery je ddn vhodnym zkracenim celého
eulerovského tahu.

Dukaz 2 = 3:
Triviadlni, protoze silna souvislost implikuje slabou souvislost.

Dtkaz 3 = 1:
Mégjme slabé souvisly G = (V,E) s rovoymi vstupnimi a vystupnimi stupni.
Uvazme nejdelsi mozny tah T' = (vg, e1,v1,€2,v2, . .., €m, V) v grafu G. Tah T je

nutné uzavieny (vg = v,,). Kdyby nebyl, potom bylo pozito o 1 vice vstupnich
hran vy,, nez vystupnich hran v,,. Z rovnosti stupnu plyne, ze tah lze prodlouzit o
dalsi vystupni hranu v,,, coz je spor s maximalni délkou T. Mame vy = v,,. Déle
dokazujeme, ze tah projde vsechny hrany, neboli E = {ej,e,..., e, }. Definujme
pomocny graf G' = (V' E’), kde V' je mnozina vrcholu, které tah T skute¢né pro-
jde a E’ je mnozina hran, které tah T' skutecné projde. Pokud pro spor V # V/,



potom ze slabé souvislosti G existuje hrana tvaru e = {vg,v'}, kde v € V' a
v ¢ V'. Potom tah

/
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m4 délku m + 1 a to je ve sporu s maximalitou 7. Plati tedy V = V’. Déle pro
spor piedpoklddejme E # E’. Mé&me hranu e € E'\ E’, kde e = {vg, vs}. Potom
tah

(/Uk‘y €k+1;Vk+1y--+9Um—1,€Em,V0,€1,V1,...,€L, Vg, €, Uf)
méd délku m + 1 a to je ve sporu s maximalitou 7. Plat{ tedy £ = E’. To

znamenad, ze 1 projde v8echny hrany. V kombinaci s uzavienosti T' dostavame, ze
T je eulerovsky tah.



