Cviceni 7 - Pravdépodobnost (18.11.2024)

Uloha 1: Uvod do stfedni hodnoty
Intuitivné, jakd hodnota prumérné padd na kostce s ¢isli 1 az 67 Napovéda: I kdyz
kostka mé jen celd ¢isla, prumér neni celé ¢islo.

Uréimé prumér ¢isel 1 az 6. Vysledek je %

Nyni svou odpovéd podpoite dosazenim do vzorce pro stfedni hodnotou. Mélo by
vam vyjit 6 ¢lenu které sectete.
Hod kostkou modelujeme jako |2 = {1,2,3,4,5,6}. To, co padlo na kostce
modelujeme jako X (w) = w.
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Uloha 2: Linearita stFedni hodnoty 1
Jakd hodnota prumeérné padd na kostce s Cisly 1 az 47

% na zakladé podobné uvahy jako v cviceni 1.

(Volitelné) Hézime 2krat kostkou s ¢isly 1 az 4. Jak vypadd vSech 16 ele-
mentédrnich jeva?

11,12,13,14, 21,22, 23,24, 31,32, 33, 34, 41, 42, 43, 44

Jaka je stfedni hodnota souctu ¢isel, které padly na dvou kostkach?

Pokud sec¢teme dvojice hodu vySe, dostaneme nasledujicich 16 soucti:
2,3,4,5,3,4,5,6,4,5,6,7,5,6,7,8
Prumeér téchto ¢isel (coz odpovidd stiedni hodnoté) je 5.

Porovnejte tuto stfedni hodnotu s prvni odpovédi. Co je na ni zajimavého?

Je dvakrat vétsi. Toto je dusledkem toho, Ze hazime 2 kostky a také disledkem
linearity stfedni hodnoty. Vysvétleni je nize.

Bez vypoctu zkuste urcit, jakd by byla stfedni hodnota, kdybychom sé¢itali vysledek
hodu na 5 étyfsténnych kostkach. Pokud nevite jak na to, podivejte se na text
nize.

EIX]=E[B-X,]=5-E[X;]=5.2 =%

Kde X je vysledek hodu na jedné kostce.

V této tloze se skryva koncept, kterému se iika linearita stifedni hodnoty.
Liearitu stfedni hodnoty lze formulovat jako E[X +Y]| = E[X|+E[Y] a Ela- X]| =
a - B[ X] pro reélné ¢islo a. Pii urovéni souc¢tu na dvou kostkdch muzete uvazit
X jako hodnotu, co padla na prvni kostce a Y jako hodnotu, co padla na druhé
kostce a vypocitat E[X + Y]. Vic v pfedmétu pravdépodobnost a statistika 1.



* Uloha 3: Necekana vlastnost stFedni hodnoty

Méjme nasledujici hru: Vyhra za¢ind na hodnoté 1 ké. Nésledné se losuje a vyhra
je bud zdvojndsobena, nebo vyplacena, oboji s pravdépodobnosti % Pokud vyhra
byla zdvojnasobena, proces losovani pokracuje dal az do vyplaceni.

e Jaka je pravdépodobnost, Ze vyhraju pravé jednu korunu?
e Jaka je pravdépodobnost, ze vyhraju pravé 16 kc?
e Jaka je stfedni hodnota vyhry?

Nebojte se pouzit intuici pfi vycislovani jendoho souctu.

Néapovéda: V tietim piipadé by méla vyjit nekonecnd suma jejichz vSechny
¢leny jsou % Zde je pravé pouzita intuice o tom, co to znamena pro stiedni

hodnotu.



Uloha 4: Nezavislost jeva 1
Méjme kostku s ¢isly 1 az 6. Jaké z nasledujicich dvojic jevi jsou nezavislé?

e Padlo sudé c¢islo; Padla 4

— Prvni jev je {2,4,6} a ma pravdépodobnost 1/2.
— Druhy jev je {4} a mé pravdépodobnost 1/6.

— Soucin pravdépodobnosti je 1/12.

— Prunik jevu je {4} a ma pravdépodobnost 1/6.
— 1/12 £ 1/6

— Jevy jsou zavislé na zakladé nerovnosti.

e Padlo sudé ¢islo; Padlo liché ¢islo

— Prvni jev je {2,4,6} a ma pravdépodobnost 1/2.
— Druhy jev je {1,3,5} a ma pravdépodobnost 1/2.
— Soucin pravdépodobnosti je 1/4.

— Prunik jevi je {} a ma pravdépodobnost 0.
—1/4#0

— Jevy jsou zavislé na zakladé nerovnosti.

e Padlo sudé c¢islo; Padla 1 nebo 2

— Prvni jev je {2,4,6} a ma pravdépodobnost 1/2.
— Druhy jev je {1,2} a ma pravdépodobnost 1/3.
— Soucin pravdépodobnosti je 1/6.

— Prunik jevu je {2} a ma pravdépodobnost 1/6.
—1/6 =1/6

— Jevy jsou nezavislé na zakladé rovnosti.

e Padla 1 nebo 3; Padla 1 nebo 2

— Prvni jev je {1,3} a mé pravdépodobnost 1/3.
— Druhy jev je {1,2} a ma pravdépodobnost 1/3.
— Soucin pravdépodobnosti je 1/9.

— Prunik jevu je {1} a ma pravdépodobnost 1/6.
—1/9 £ 1/6

— Jevy jsou zavislé na zakladé nerovnosti.



e Padlo cokoliv; Padla 1 nebo 2

Prvni jev je {1,2,3,4,5,6} a mé pravdépodobnost 1.
— Druhy jev je {1,2} a ma pravdépodobnost 1/3.

— Soucin pravdépodobnosti je 1/3.

— Prunik jevu je {1,2} a ma pravdépodobnost 1/3.
—1/3=1/3

— Jevy jsou nezavislé na zakladé rovnosti.

e Jev () s pravdépodobnosti 0; Padla 1 nebo 2

Prvni jev je {} a md pravdépodobnost 0.

Druhy jev je {1,2} a ma pravdépodobnost 1/3.

— Soucin pravdépodobnosti je 0.

Prunik jevu je {} a ma pravdépodobnost 0.
—0=0

— Jevy jsou nezavislé na zakladé rovnosti.



Uloha 5: Nezavislost jeva 2
Vzorec pro nezavislost jeva obsahuje ¢leny P(A), P(B) a P(AN B). Najdéte dva
vzorce, které vyuzivaji P(A), P(B), P(A|B) a P(B|A) a zformulujte podminky
na nenulovost ¢lent.

Maéme vzorec pro nezavislost a pro podminény jev:

P(A)P(B) = P(AN B) ; P(A|B) = 13(;‘(;)@

P(AN B) v druhém vzorci vyjadiime podle prvniho vzorce

P(A|B) = P(ﬁzggB)
Zjednodusime
P(A|B) = P(A)

Tento vzorec je platny pouze pokud P(B) # 0, protoze jinak neni P(A|B)
definované. Podobné lze odvodit vzorec P(B|A) = P(B) s podminkou P(A) # 0.



Uloha 6: Bayesovo pravidlo

Pomoci vzorcit pro P(A|B) a P(B|A) odvodte vzorec, ktery obsahuje P(A|B),

P(B|A) a zéroven neobsahuje P(A N B). Zformulujte podminku na nenulovost.
Mame 2 vzorece pro podminéné jevy:

P(ANB)

P(ANB)
P(B)

P(A|B) = 5

P(B|A) =

V obou vzorcich izolujeme ¢len P(A N B) tim, ze kazdy vzorec vyndsobime
jmenovatelem na levé strané. Z tohoto plynou podminky na nenulovost: P(A) # 0
a P(B) #0.

P(A|B)P(B)=P(ANB); P(BJA)P(A) = P(ANB)

Pravé strany jsou shodné. Vytovoiime jednu rovnici obsahujici levé stranyL:

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)

Tento vzorec uz spliiuje podminky zadéni. Vydélenim P(A) nebo P(B) dostaneme
bézny tvar Bayesova pravidla pro 2 jevy:

P(AIB) = w

Obé podminky na nenulovost stale plati, uz kvuli ptitomnosti clenu P(A|B) a
P(BJA).



* Uloha 7: Clovéée, nezlob se

Hézejme kostku ve stylu “Clovéce, nezlob se”:
e Dokud pada 6, hazime opakované.
e Jakmile padne 1 az 5, hazeni kondi.
e Vysledek hodu je soucet hozenych cisel.

Urcete stfedni hodnotu vysledku hodu. Protoze moznych vysledki je nekoneéné
mnoho, je tfeba najit vhodny trik pro vyjadieni E[X]. Zkuste napsat prvnich 11,
piipadné 16 ¢lent souctu, pokud vas trik nenapada.

Napovéda: mame nasledujici nekonecné soucty:

E[X]ff+f+§+f+§+ AR R A L
B 6 6 36 36 36 36 36 216
708 9 10 11 13
‘E[X]+b= —t ottt t...
a BX]+ 36 36 736 36 36 216

Druhy nekonec¢ny soucet lze vyjadiit v linearni zavislosti na prvnim. Pokud
nevite, zkuste ucit koeficienty pro konecnou ¢ast:
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a-S+b=—+ —
36 36
I kdyz existuje nekoneéné mnoho zpusobu jak urcit koeficienty, jeden dava vice
smyslu, protoze se odvodi pfendsobenim ¢lenu stejnym ¢islem a odec¢tenim stejné
¢asti od vsech ¢lenu. Vhodné zvolené koeficienty piimo souvisi s hodnotami na
kostce.



* Uloha 8: Linearita stfedni hodnoty 2

Megjme nahodnou posloupnost 100 ¢&isel, kde vS8echna cisla jsou 0 nebo 1, kazdé
s pravdépodobnosti % nezavisle. Jaka je stfedni hodnota poctu Sestic jednicek v
posloupnosti? Delsi posloupnosti pocitejte tak, ze pocitate vsechny souvislé Sestice
v nich. Posloupnost osmi jedni¢ek méa 3 Sestice. Napovéda: Vyuzijte linearitu

stfedni hodnoty z tlohy 2.

Napovéda, ktera je soucdasti zadani pomuze hodné. Tato tloha je lehci, nez
muze na prvni pohled vypadat. Narozdil od tlohy 7 nevyzaduje zddné specidlni
triky.



