Cviceni 9 - Grafy 2 (2.12.2024)

Skére grafu
Méjme graf na vrcholech V- = {vy,...,v,}. Skoére tohoto grafu je nasledujici
usporadand n-tice:

(deg(v1),deg(va),...,deg(vy))

Skére jsou povazovana za stejnd, pokud maji stejné prvky nezavisle na poradi.
Vétsinou se skére zapisuje tak, aby byly ¢isla v ném sefazena od nejmensiho po
nejvetsi.

Piiklad: Graf na obrdzku mé skére (1,2,2,3).

Princip sudosti
Princip sudosti fiké, ze soucet stupnu vrcholu v grafu je sudy (a rovny 2-ndsobku
poctu hran). Formalné

20B] = 3 deg(v)

veV

Cesta, Tah, Sled
Sled je posloupnost vrcholu a hran grafu G, tvaru (vg, €1, v1, €2,v2, ..., Vi1, €4, V)
takova, ze mezi dvojicemi vrcholu (2¢t+ 1)-tice je hrana, ktera tyto vrcholy spojuje.
Délka tohoto sledu je t.

e Tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany.

e Cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy. (Z ¢ehoz plyne, Ze se neopakuji
ani hrany. )

Véta o poctu sledu

Necht G je graf s vrcholy V = {v1,vs,...,v,} a A je matice sousednosti G. Potom
pocet sledtt délky k z vrcholu v; do vrcholu v; je (Ak)m, kde AF je k-t4 mocnina
matice A.

Eulerovsky graf

Tah je eulerovsky, pokud pokryje vSechny hrany grafu. Tah je uzavieny, pokud
pocatecni vrchol je shodny s koncovym vrcholem. Graf je eulerovsky, pokud v
ném existuje uzavieny eulerovsky tah.



Ekvivalentni formulace eulerovského grafu
(Véta z prednasky) Graf je eulerovsky, pravé tehdy pokud je souvisly a stupné
vSech jeho vrcholu jsou sudé.

Uloha 1: Stejna skore neimplikuji izomorfismus
Najdéte dvojici grafu, které maji stejné skére a nejsou izomorfni. Alespon jeden z
grafi bude muset mit vice komponent souvislosti.

Uloha 2: Most
Dokazte, ze graf se vSemi stupni sudymi neobsahuje most, tedy hranu takovou,
jejiz odebranim se graf stane nesouvislym.

* Uloha 3: Regulédrni graf
Pro vSechna pfiriozend k a n spliujici k& < n a 2|kn najdéte k-regularni graf na n
vrcholech.



Uloha 4: Eulerovké tahy
Charakterizujte vSechny grafy, ve kterych existuje ne nutné uzavieny eulerovsky
tah.

Uloha 5: Hyperkrychle

Graf hyperkrychle je graf, jehoz vrcholy jsou ozacené uspofadanymi d-ticemi
skladajicimi se z nul a jedni¢ek. Dva vrcholy jsou spojené hranou pravé tehdy,
kdyz se oznaceni vrcholu lisi pravé v jedné slozce. Pro jaké d je hyperkrychle eu-
lerovsky graf?

* Uloha 6: Ekvivalentni definice eulerovskosti 1
Dokazte, ze kazdy eulerovsky graf je hranové disjunktnim sjednocenim kruznic.

Uloha 7: Ekvivalentni definice eulerovskosti 2
Dokazte pro orientovany graf G, ze nasledujici je ekvivalentni

1. G ma uzavieny eulerovsky orientovany tah.

2. G je silné souvisly a vstupni stupeti kazdého vrcholu je roven vystupnimu
stupni.

3. G je slabé souvisly a vstupni stupen kazdého vrcholu je roven vystupnimu
stupni.

Néapoveda: Dukaz je podobny dikazu pro neorientované grafy.



Uloha 8: Pocet cest 1
Spocitejte pocet cest délky 4 mezi vrcholy = a y v nasledujicim grafu. Zkuste najit
intuitivni postup feSeni bez pouziti véty o poctu sledu.

Uloha 9: Pocet cest 2
Necht G je graf bez trojtihelnikii a A je jeho matice sousednosti. Jaké prvky jsou
na hlavni diagonale A3?

* Uloha 10: Pocet cest 3

Na zakladé pfedchozich dvou tiloh navrhnéte algoritmus, ktery iterativnim mocnénim
matice sousednosti zjisti délku nejkratsi cesty mezi dvojici vrcholu a kolik ruznych
nejkratsich cest mezi témito vrcholy existuje. Déle vysvétlete, pro¢ nelze pomoci
tohoto algoritmu spravné spocitat pocet delsich cest specifické délky.



