Cviceni 7 - Pravdépodobnost (18.11.2024)

Nezavislé jevy
O dvou jevech A, B fekneme, Ze jsou nezavislé, pokud plati:

P(A)P(B) = P(AN B)

Podminéna pravdépodobnost
Méjme dva jevy A, B ve stejném pravdépodobnostnim prostoru. Necht P(B) # 0.
Pravdépodobnost, ze nastal jev A, kdyz vime, Ze nastal jev B je
P(ANB)
P(B)
Piiklad: Jev A je, ze na kostce padla 4. Jev B je, ze na kostce padlo sudé cislo.
Presvédcte se, ze P(A) = &+ a P(A|B) = 3.

P(A|B) =

Nahodna veli¢ina
Nahodna veli¢ina je funkce X, kterd elementarnim jevim pfifadi ¢iselnou hodnotu.

Napiiklad kdyz hazime 3krdat minci, muzeme pocitat kolikrat ndm padlo H.
Potom:

X(TTH) =1, X(HHH) =3, X(THT) = 1,

Nebo muzeme pracovat s ¢islem, které padlo na kostce:

X(1)=1, X(2)=2, X(3)=3,X(4) =4, X(5)=5, X(6)=6

Nebo muzeme uvazovat, jestli ¢islo, které padlo na kostce je liché a pokud ano,
prifadit hodnotu 1, jinak O:

X(1)=1, X(2)=0, X(3) =1, X(4) =0, X(5) =1, X(6) =0

Stiredni hodnota
Necht X je ndhodn4 veli¢ina. Stiedni hodnota je definovand jako:

E[X] =) P)X(w)
weN

Intuitivné, stfedni hodnota je primérna hodnota veli¢iny X, pokud opakujeme
experiment ktery méfime (napf. hod kostkou). Koncept stfedni hodnoty bude lépe
pochopitelny na zakladé nasledujicich dloh.



Uloha 1: Uvod do stfedni hodnoty
Intuitivné, jakd hodnota primérné padd na kostce s ¢isli 1 az 67 Napovéda: I kdyz
kostka m4 jen celd ¢isla, prumér neni celé ¢islo.

Nyni svou odpovéd podpoite dosazenim do vzorce pro stiedni hodnotou. Mélo
by vam vyjit 6 ¢lenu které sectete.

Uloha 2: Linearita stfedni hodnoty 1
Jaka hodnota prumérné pada na kostce s ¢isly 1 az 47

(Volitelné) Hézime 2krat kostkou s ¢éisly 1 az 4. Jak vypadd vSech 16 elementédrnich
jevu?

Jaka je stfedni hodnota souctu ¢isel, které padly na dvou kostkach?

Porovnejte tuto stiedni hodnotu s prvni odpovédi. Co je na ni zajimavého?

Bez vypoctu zkuste urcit, jakd by byla stfedni hodnota, kdybychom sé¢itali vysledek
hodu na 5 ¢tyisténnych kostkach. Pokud nevite jak na to, podivejte se na text
nize.

V této tloze se skryva koncept, kterému se iika linearita stifedni hodnoty.
Liearitu stfedni hodnoty lze formulovat jako E[X +Y]| = E[X|+E[Y] a Ela- X]| =
a - E[X] pro redlné ¢islo a. Pfi uréovéani souctu na dvou kostkich muzete uvazit
X jako hodnotu, co padla na prvni kostce a Y jako hodnotu, co padla na druhé
kostce a vypocitat E[X + Y]. Vic v pfedmétu pravdépodobnost a statistika 1.



* Uloha 3: Necekana vlastnost stFedni hodnoty

Meéjme nasledujici hru: Vyhra za¢ina na hodnoté 1 ké. Nasledné se losuje a vyhra
je bud zdvojndsobena, nebo vyplacena, oboji s pravdépodobnosti % Pokud vyhra
byla zdvojnasobena, proces losovani pokracuje dal az do vyplaceni.

e Jaka je pravdépodobnost, ze vyhraju pravé jednu korunu?
e Jaka je pravdépodobnost, ze vyhraju pravé 16 kc?
e Jaka je stfedni hodnota vyhry?

Nebojte se pouzit intuici pfi vycislovani jendoho souctu.

Uloha 4: Nezavislost jeva 1
Méjme kostku s ¢isly 1 az 6. Jaké z nasledujicich dvojic jevi jsou nezavislé?

e Padlo sudé c¢islo; Padla 4
e Padlo sudé c¢islo; Padlo liché éislo

e Padlo sudé ¢islo; Padla 1 nebo 2

Padla 1 nebo 3; Padla 1 nebo 2

Padlo cokoliv; Padla 1 nebo 2

Jev () s pravdépodobnosti 0; Padla 1 nebo 2

Uloha 5: Nezavislost jeva 2
Vzorec pro nezéavislost jevu obsahuje ¢leny P(A), P(B) a P(AN B). Najdéte dva
vzorce, které vyuzivaji P(A), P(B), P(A|B) a P(B|A) a zformulujte podminky

na nenulovost clentu.



Uloha 6: Bayesovo pravidlo
Pomoci vzorcu pro P(A|B) a P(B|A) odvodte vzorec, ktery obsahuje P(A|B),
P(B|A) a zéroven neobsahuje P(A N B). Zformulujte podminku na nenulovost.

* Uloha 7: Clovéée, nezlob se
Hazejme kostku ve stylu “Clovéce, nezlob se”:

e Dokud padd 6, hazime opakované.
e Jakmile padne 1 az 5, hazeni konci.
e Vysledek hodu je soucet hozenych ¢isel.

Urcete sttedni hodnotu vysledku hodu. Protoze moznych vysledka je nekonecné
mnoho, je tfeba najit vhodny trik pro vyjadireni F[X]. Zkuste napsat prvnich 11,
pripadné 16 ¢lenu sou¢tu, pokud vas trik nenapada.

* Uloha 8: Linearita stfedni hodnoty 2

Meéjme ndhodnou posloupnost 100 ¢éisel, kde vSechna ¢isla jsou 0 nebo 1, kazdé

s pravdépodobnosti % nezavisle. Jaké je stfedni hodnota poctu Sestic jednicek v

posloupnosti? Delsi posloupnosti pocitejte tak, ze pocitate vSechny souvislé Sestice
v nich. Posloupnost osmi jednicek ma 3 Sestice. Napovéda: Vyuzijte linearitu
stfedni hodnoty z ulohy 2.



