Cviceni 4 - Uspotddani a funkce (21.10.2024)

Usporadani
O relaci R fekneme, ze je usporadani, pokud je reflexivni, tranzitivni a slabé
antisymetricka.

e R je reflexivni, pokud (Vz € X)[zRzx].

e R je tranzitivni, pokud (Vz,y,z € X)[zRy A yRz = xRz|.

e R je slabé antisymetrickd, pokud (Vz,y)[zRy AyRx = x = y|. Jinak feCeno,
pro ruzné x a y plati nejvyse jedno z xRy a yRzx.

O usporadani fekneme, ze je linedrni, pokud lze porovnat kazdou dvojici prvku,
neboli (Vz,y)[xRy V yRx]. Usporadani je jinak ¢éstecné.

Piiklady uspofadédni na ruznych mnozinach
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e C, D, na podmnozinach dané mnoziny.

e Relace délitelnosti | na N.

Funkce
Funkce jedné proménné se definuji podobné jako relace, tedy podmnozina dvojic.
Od funkce f ocekdvame, ze dané hodnoté x pritfadi nejvyse jednu hodnotu y.

V zapisu jako podmnoziny dvojic to odpovida tomu, ze kazdé = se vyskytne nejvyse
jednou na levé strané dvojice (z,y).

Ptevod mezi zapisem pomoci dvojic a béznym zapisem je néasledovny:

(z,y) € f = flz)=y

Pokud f prvkiim z mnoziny A pfifazuje prvky z mnoziny B, piseme f : A — B.
Déle tekneme, ze f: A — B je

e prostd, pokud (Vz,w € A)(Vy € B)[f(z) =y A f(w) =y = x = w]
e na, pokud (Yy € B)(3z € A)[f(z) = y]

e bijekce, pokud je prosta a na.



Uloha 1: Linearni usporadani
Urcete, jaka z nasledujicich usporddani jsou linearni. Pokud nevite, zkuste porov-
nat prvky v prikladu.

°
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na N. Prvky na porovnani: 2,3,4,6

e C na mnozinach. Prvky na porovnani: {1},{1,2},{1,3},{1,2,3}

e | na N. Prvky na porovnani: 2,3,4,6

Uloha 2: Hasseovy diagramy 1

Jeden zpusob, jak vizualizovat uspotradédni je pomoci tzv. Hasseova diagramu. x
a y jsou spojené, pokud xRy a zaroven neexistuje z takové, ze xRz A zRy. Nize
je relace délitelnosti pro ¢isla 1 az 11. Doplite dalsich libovolnych 10 ¢isel do
diagramu (vyhnéte se prvocislim). Déle nakreslete Hasseuv diagram pro...

e relaci < nad Z (kone¢nou ¢ést)

e relaci C na v8ech osmi podmnozindch mnoziny {1, 2,3}




Uloha 3: Hasseovy diagramy 2
Nakreslete Hasseuv diagram libovolného uspoiradani nad libovolnou mnozinou,
které...

e Obsahuje prvek, ktery je maximélni, ale ne nejvétsi.

e Obsahuje prvek, ktery je zaroven maximélni a minimalni.

* Uloha 4: Hasseovy diagramy 3
Nakreslete Hasseovy diagramy libovolnyh uspofadani, které ma nasledujici vlas-
nosti. V jednom pfipadé konstrukce neni mozna. Dokazte proc.

e Je nekonecéné, neobsahuje ani maximalni, ani minimélni, ani nejvétsi, ani
nejmensi prvek.

e Je nekonecné, obsahuje minimélni a maximalni prvek a tyto dva prvky jsou
navzajem ruzné.

e Je nekoneéné, obsahuje nejvétsi a nejmensi prvek.

e Je nekonecné, obsahuje maximalni a nejvétsi prvek a tyto dva prvky jsou
navzajem ruzné.

e Je nekoneéné, ale neobsahuje nekonecny retézec.



Uloha 5: Retézce a antifetézce 1

V nésledujicich ¢aste¢né usporddanych mnozinéch vyznacte nejdelsi fetézec a antifetéz
Retézec je skupina prvki, které jsou véechny porovnatelné. Antifetézec je skupina
prvki, kde zadnd dvojice neni porovnateln4.

* Uloha 6: Retézce a antifetézce 2
Pro libovolné k, ¢ € N najdéte nejvétsi mnozinu s ¢astenym uspofadanim, jehoz
nejdelsi fetézec ma délku k a nejdelsi antifetézec ma délku £.



Uloha 7: Vizualizace vlastnosti funkci
Pod nasledujici obrazky doplite “prostd”, “bijekce” a “na” podle vyobrazené situ-
ace:
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Uloha 8: Vlastnosti funkei 1
Funkce f : A — B ag: B — C jsou obé prosté. Dokazte, ze i jejich slozeni
(go f): A— C je prosté.



* Uloha 9: Vlastnosti funkei 2
Méjme dvé funkce f: A — B a g: B — A. Necht plati (Vo € A)[(go f)(z) =] a
(Vy € B)[(f o g)(y) = y]. Dokazte, ze obé funkce jsou bijekce.

Uloha 10: Vlastnosti funkci 3
Necht A je koneénd mnozina. Dokaizte, ze f : A — A je prosté pravé tehdy, pokud
je na. Ukazte protipfiklady pro nekone¢né mnoziny.



