Cviceni 3 - Relace (14.10.2024)

Uloha 1: Kartézky souéin
Zacnéme definici dvou mnozin:

A={1,5,8}; B=1{1,3}
Jak vypad4ji nasledujici mnoziny?

AXx B =
Bx A=
B x B =

Uloha 2: Relace jako podmnozina
Uvazme bindrni relaci R, definovanou nad mnozinami {1,2,3,4} a {5,6,7,8},
danou vyctem prvku:

R ={(1,5),(1,6),(2,6),(2,7),(3,7),(3,8), (4,8)}

Do vyrazu na levé strané implikace doplite “€” nebo “¢” podle toho, jestli dand
dvojice lezi v mnoziné R. Na zdkladé toho, co jste doplnili na levé strané dopliite
“R” nebo “R” na pravé strané.

3,6) ¢ R = 3 K6 3,7 € R = 3 R T
(1,8) R = (4,6) R = 4 6
(28) R = 1,5) R = 1 5
(2,6) R = (4,5) R = 4 5

Uloha 3: Skladani relaci

Méjme relace
R={(1,1),(1,3),(2,4),(3,1),(3,4), (4,2) },
§ = {(1,2), (1,4), (2.2), (3,2), (4,1), (4.2)},
T = Ro S. (Definice o je na dalsi strané)

Pro T napiiklad plati 172, protoze 1R3 a 352. Toto lze zapsat jako (1,2) € T.
Vyjadiete T' jako mnozinu dvojic:



Relace délitelnosti

V dalsich ptikladech se bude vyskytovat relace délitelnosti. Tato relace se zapisuje
x|y a je interpretovéna jako “x déli y”. Pfi formalnim dokazovéni se x|y ukédze
tak, ze se najde vhodné celé ¢islo k takové, ze y = k - x. Nize jsou piiklady:

e 5|—30, protoze —30 = —6 - 5. V tomto piipadé je k rovno -6.

e 7/(21 - 2%) pro z € Z, protoze (21-2%) = (3-2%)-7. V tomto pifpadé je k
rovno (3 - 22).

Vlastnosti relaci
Pro relaci R € X x X nad libovolnou mnozinou X fekneme, ze

e R je reflexivni, pokud (Vz € X)[zRz].
e R je symetrickd, pokud (Vz,y € X)[xRy < yRz].

e R je tranzitivni, pokud (Vz,y,z € X)[zRy A yRz = zRz|.

R je slabé antisymetrickd, pokud (Vz,y)[xRy AyRxz = x = y|. Jinak feceno,
pro ruzné r a y plati nejvyse jedno z xRy a yRz.

Ekvivalence

Relaci R nazveme ekvivalenci, pokud je reflexivni, symetricka a tranzitivni. Pokud
xRy, potom fekneme, Ze x a y patif do stejné tiidy ekvivalence. Pokud Ky, potom
x a y patii do raznych tiid ekvivalence. Napiiklad relace

R={(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),(3,3),(3,5),(5,5),(5,3),(4,4)} nad A ={1,2,3,4,5}

m4 tii tiidy ekvivalence - {1,2},{3,5} a {4}. Vsimnéte si, Ze tyto tfi mnoziny tvori
rozklad mnoziny A. Puvodni mnozinu je vzdy mozné takto rozlozit na zékladeé li-
bovolné ekvivalence. (A naopak, libobovlny rozklad mnoziny definuje ekvivalenci).

Kombinace relaci
Me¢éjme relace R a S. Potom:

e R~ 'jerelace {(y,z) | zRy} . Tedy pokud xRy, potom yR~ 'z a pokud 2Ry,
potom yB?/rx.

e Relace Ro S je relace {(x,z) | (Jy)[xRy N ySz]}.

e Jelikoz jsou relace definované jako mnoziny dvojic, potom je lze kombinovat
pomoci mnozinovych operaci. Napit RN S, RUS a R\ S jsou také relace.

Pozor na kompatibilitu defini¢nich obort. Pokud pro R a S plati R C A x B a
S CBxC,potom R!C BxAa(RoS)C AxC. Pro aplikaci mnozinovych
operaci musi byt R a S definované nad stejnym kartézkym sou¢inem mnozin.



Uloha 4: Tiidy ekvivalence
Popiste tiidy ekvivalenci nésledujicich relaci:

e Relace R nad Z definovéna jako xRy < |z| = |y|.
e Relace R nad Z definovéna jako xRy < 7|(x — y).
e Relace R nad N definovana jako zRy < |z/3] = [y/3].

* Uloha 5: Vlastnosti relaci
Pro nasledujici relace rozhodnéte, zda jsou reflexivni, symetrické, tranzitivni a
slabé antisymetrické:

e Relace > nad Z.

e Relace < nad N.

Relace | nad N.

Relace # nad Z.

Relace 2 na podmnozinach libovolné mnoziny.

Relace R = {(1,1),(1,2),(2,2), (2,3), (3,3), (3,4), (4,4)} nad {1,2,3,4}.

Relace R = {(1,1), (1,2),(2,2), (2, 1), (1,3), (2,3), (3,3)} nad {1,2,3,4}.

* Uloha 6: Potitani relaci
Kolik existuje navzajem ruznych relaci na mnoziné {1,2,...,n} takovych, ze jsou...

e libovolné
o reflexivni
e symetrické

e slabé antisymetrické



* Uloha 7: Konstrukce relaci
Zkonstruujte relaci, ktera

e je reflexivni, neni symetrickd ani tranzitivni ani slabé antisymetricka.
e je symetrickd, neni reflexivni ani tranzitivni ani slabé antisymetricka.
e je tranzitivni, nenf reflexivni ani symetrickd ani slabé antisymetricka.
e je slabé antisymetrickd, neni reflexivni ani symetricka ani tranzitivni.

Ke konstrukci muzete vyuzit jak podmnozinu dvojic, tak béznou relaci, tak kom-
binaci relaci. Zvoleny piistup se muze mezi piipady lisit. Napovéda: Vse lze
sestrojit nad mnozinou {1, 2, 3}.

* Uloha 8a: Uzavienost kombinaci 1

Megjme relace R a S definované nad stejnou mnozinou. Obé relace jsou reflexivni.
Jaké z nésledujicich relaci jsou nutné reflexivni, jaké nutné nejsou reflexivni a u
jakych to nelze obecné rozhodnout?

R RoS, RUS,RNS, R\ S

* Uloha 8b: Uzavienost kombinaci 2
Zadani je podobné jako pro tulohu 8a, jen misto reflexivity uvazujte, ze R a .S jsou
symetrické a vySetfujte symetrii u ostatnich relaci.

* Uloha 8c: Uzavienost kombinaci 3
Zadani je podobné jako pro tlohu 8a, jen misto reflexivity uvazujte, ze R a .S jsou
tranzitivni a vySetfujte tranzitivitu u ostatnich relaci.



