
Cvičeńı 11 - Rovinné grafy (16.12.2024)

Rovinný graf a jeho vlastnosti
GrafG = (V,E) nazveme rovinný, pokud ho lze nakreslit do roviny (na paṕır) tak,
že se žádné dvě hrany neprot́ınaj́ı. Označme s počet stěn v libovolném nakresleńı.
Potom plat́ı:

• |V | − |E|+ s = 2

• Pokud |V | ≥ 3 potom |E| ≤ 3|V | − 6.

• Pokud |V | ≥ 3 a neobsahuje trojúhelńıky, potom |E| ≤ 2|V | − 4.

• V každém rovinném grafu existuje vrchol v s deg(v) ≤ 5.

• Princip sudosti pro stěny je 2|E| =
∑

f deg(f), kde f je stěna a deg(f) je
počet hran grafu ohraničuj́ıćı tuto stěnu.

Duálńı graf
Mějme rovinný (multi)graf G = (V,E). K tomuto grafu definujeme duálńı multi-
graf G∗ následovně:

• Pro každou stěnu f v G obsahuje G∗ vrchol f .

• Pro každou hranu v G odděluj́ıćı stěny f1 a f2 je v G∗ hrana propojuj́ıćı
vrchol f1 a f2.

Př́ıklad grafu a jeho duálu je ńıže. Všimněte si, že čárkovaný duálńı graf je multi-
graf, protože některé vrcholy jsou propojené dvěma hranami.
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Barevnost grafu
Mějme graf G = (V,E). Obarveńı grafu k barvami je zobrazeńı b : V → [k]
splňuj́ıćı uv ∈ E ⇒ b(u) ̸= b(v). Tedy zobrazeńı, které vrchol̊um přǐrazuje č́ısla
(barvy) 1 až k s t́ım, že sousedńı vrcholy nejsou oč́ıslované stejně. Chromatické
č́ıslo (neboli barvenost) grafu G je nejmenš́ı k, pro které G má obarveńı k barvami.

Úloha 1: Rovinnost
Rozodněte, jestli je graf na obrázku rovinný. Skutečnost, že se hrany na obrázku
kř́ıž́ı neznamená, že neexistuje rovinné nakresleńı.

Úloha 2: Extrémy
Určete maximálńı možný počet stěn. . .

• v rovinném nakresleńı rovinného grafu s n vrcholy.

• v rovinném nakresleńı rovinného grafu s n vrcholy, pokud vněǰśı je incidentńı
s k hranami.
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Úloha 3: Doplněk rovinného grafu
Dokažte, že doplněk rovinného grafu s 11 vrcholy nemůže být rovinný.

Úloha 4: Kubické rovinné grafy
Existuje 3-regulárńı rovinný graf, který obsahuje:

• právě 12 šestiúhelńıkových stěn (a žádné daľśı)?

• právě 12 pětiúhelńıkových stěn (a žádné daľśı)?

• jednu dvacetiúhleńıkovou stěnu, 10 pětiúhelńıkových stěn (a žádné daľśı)?

** Úloha 5: Kresleńı jedńım tahem
Dokažte, že každý eulerovský rovinný graf lze nakreslit do roviny jedńım uzavřeným
nekř́ıž́ıćım se tahem - r̊uzné pr̊uchody vrcholem se nesmı́ kř́ıžit.
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Úloha 6: Barevnost
Dokažte větu o čtyřech barvách pro rovinné grafy bez trojúhelńık̊u.

* Úloha 7: Mociny kružnic
Definujme k-tou mocninu G jako graf Gk, jehož množina vrchol̊u je shodná s G a
dva vrcholy u a v jsou propojeny hranou, právě tehdy, když v p̊uvodńım grafu G
vede mezi vrcholy u a v cesta délky nejvýše k. (Plat́ı G1 = G)

• V závislosti na n určete barevnost 3. mocniny kružnice (Cn)
3.

• V závislosti na n určete barevnost 5. mocniny kružnice (Cn)
5.

** Úloha 8: Sudé stupně a duál
Dokažte, že má-li rovinný graf sudé stupně, potom je barvenost jeho duálu rovná
dvěma.
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