Cviceni 11 - Rovinné grafy (16.12.2024)

Rovinny graf a jeho vlastnosti

Graf G = (V, F) nazveme rovinny, pokud ho lze nakreslit do roviny (na papir) tak,
ze se zadné dvé hrany neprotinaji. Oznac¢me s pocet stén v libovolném nakresleni.
Potom plati:

V|- |E|+s=2

Pokud |V| > 3 potom |E| < 3|V| — 6.

Pokud |V| > 3 a neobsahuje trojihelniky, potom |E| < 2|V| — 4.

e V kazdém rovinném grafu existuje vrchol v s deg(v) < 5.

Princip sudosti pro stény je 2|E| = > deg(f), kde f je sténa a deg(f) je
pocet hran grafu ohranic¢ujici tuto sténu.

Dualni graf
Méjme rovinny (multi)graf G = (V, E). K tomuto grafu definujeme dudlni multi-
graf G* nasledovné:

e Pro kazdou sténu f v G obsahuje G* vrchol f.

e Pro kazdou hranu v G oddélujici stény f1 a fo je v G* hrana propojujici
vrchol fi a fo.

Piiklad grafu a jeho dudlu je nize. Vsimnéte si, ze ¢arkovany dudlni graf je multi-
graf, protoze nékteré vrcholy jsou propojené dvéma hranami.




Barevnost grafu

Méjme graf G = (V, E). Obarveni grafu k barvami je zobrazeni b : V — [k]
spliujici wv € E = b(u) # b(v). Tedy zobrazeni, které vrcholum pfifazuje Cisla
(barvy) 1 az k s tim, ze sousedni vrcholy nejsou oéislované stejné. Chromatické
¢islo (neboli barvenost) grafu G je nejmensi k, pro které G ma obarveni k barvami.

Uloha 1: Rovinnost
Rozodnéte, jestli je graf na obrazku rovinny. Skutecnost, ze se hrany na obrazku
kiizi neznamenad, ze neexistuje rovinné nakresleni.

Uloha 2: Extrémy
Urcéete maximdlni mozny pocet stén. ..

e v rovinném nakresleni rovinného grafu s n vrcholy.

e v rovinném nakresleni rovinného grafu s n vrcholy, pokud vnéjsi je incidentni
s k hranami.



Uloha 3: Doplnék rovinného grafu
Dokazte, ze doplnék rovinného grafu s 11 vrcholy nemtze byt rovinny.

Uloha 4: Kubické rovinné grafy
Existuje 3-regularni rovinny graf, ktery obsahuje:

e praveé 12 Sestithelnikovych stén (a zadné dalsi)?
e pravé 12 pétithelnikovych stén (a zadné dalsi)?

e jednu dvacetithlenikovou sténu, 10 pétithelnikovych stén (a zddné dalsi)?

** Uloha 5: Kresleni jednim tahem
Dokazte, ze kazdy eulerovsky rovinny graf 1ze nakreslit do roviny jednim uzavienym
nekfizicim se tahem - razné prichody vrcholem se nesmi kiizit.



Uloha 6: Barevnost
Dokazte vétu o ¢tyfech barvach pro rovinné grafy bez trojihelnikii.

* Uloha 7: Mociny kruznic

Definujme k-tou mocninu G jako graf G*, jehoz mnozina vrcholi je shodna s G a
dva vrcholy v a v jsou propojeny hranou, pravé tehdy, kdyz v puvodnim grafu G
vede mezi vrcholy u a v cesta délky nejvyse k. (Plati G = Q)

e V zdvislosti na n uréete barevnost 3. mocniny kruznice (C,)3.

e V zévislosti na n uréete barevnost 5. mocniny kruznice (C,)°.

** Uloha 8: Sudé stupné a dudl
Dokazte, ze mé-li rovinny graf sudé stupné, potom je barvenost jeho dualu rovna

dvéma.



