Cviceni 10 - Stromy (9.12.2024)

Strom
Strom je definovdan jako souvisly graf bez kruznic. Formadlné lze dokézat, ze
nasledujici je ekvivaletni:

e (G je strom

Pro kazdé dva vrcholy x,y € V existuje pravé jedna cesta z  do y.

e (G je souvisly a po odebrani libovolné hrany pfestane byt souvisly (pouze
pokud |V| > 2)

G je bez kruznic a po pfridéni libovoné hrany kruznice vznikne (pouze pokud
V[ =3)

G je souvisly a |E| = |V| —1

Dikazy indukci pro stromy
Na pfedndasce bylo (nebo bude) pfedstaveno tvrzeni o trhani lista, které fikd,
ze pokud vrchol v ma stupen 1 v grafu G, potom G je strom pravé kdyz G — v je
strom.

Toto Ize vyuzit pro dukazy indukci na stromech. Pokud se dokazuje platnost
tvrzeni W pro vSechny stromy, potom dokézeme nasledujici

e Tvrzeni W plati pro graf obsahujici jediny vrchol

e Pokud tvrzeni W plat{ pro strom G, potom plati i pro strom G’, ktery vznikl
pripojenim nového listu k libovolnému vrcholu v G.

Dokazanim téchto dvou tvrzeni dokazeme, ze W plati pro vSechny stromy.

Struktura dikazu stromovou indukci muze byt upravena podobné jako pii
dokazovani tvrzeni pro mnozinu N. Kdyz se dokazovalo tvrzeni pouze pro suda
¢isla, tvrzeni bylo dokazano pro 2 a potom bylo dokazano, ze pokud tvrzeni plati
pro n, potom plati i pro n 4+ 2. Zamyslete se nad tim, jak by se zménila strktura
dikazu stromovou indukei pro stromy sudé velikosti.

Tvrzeni o existenci lista
Necht G je strom a V(G) > 2. Potom G obsahuje nejméné 2 listy.



Uloha 1: Stromy a podrozdéleni

Necht G je graf. Z G vytvoiime novy graf G’ tak, ze véechny hrany G podrozdélime.
Jinak feceno, G’ obsahuje kopie vrcholu z G a pro kazdou hranu zy v G do G’
vlozime novy vrchol v, a hrany zv,, a v.yy. Dokazte, Ze pokud G je strom, potom
G’ je strom. (Népovéda: Pouzijte stromovou indukei).

Uloha 2: Cislovani vrcholi stromu

Dokazte, ze pro kazdy strom s n vrcholy existuje pofadi vrcholu {vi,ve,..., v}
takové, ze pro kazdé ¢ > 1 plati, ze v; ma pravé jednoho souseda v mnoziné
{Ul, V2, ... ,Uifl}

Uloha 3: Souvislost
Dokazte, ze kazdy souvisly graf na n > 3 vrcholech obsahuje 2 vrcholy u a v takové,
ze v8echny tii grafy G — v, G — u a G — u — v jsou souvislé.

Uloha 4: Ekvivalentni formulace stromu
Dokazte, ze graf G je strom, pravé kdyz nemd kruznice a |E(G)| = |[V(G)| — 1.



Uloha 5: Stromy a stupné 1
Dokazte, ze pokud strom obsahuje vrchol stupné k, potom obsahuje alespon k
list1.

* Uloha 6: Stromy a stupné 2
Megjme posloupnost ¢isel 1 < dy < do < --- < d, takovou, zZe Z?zl di = 2n — 2.
Dokazte, ze (dy,...,d,) je skore néjakého stromu.

* Uloha 7: Stromy a stupné 3
Méjme strom, ktery ma ¢ > 0 listt a v vnitfnich vrcholi, pficemz kazdy vnitini
vrchol mé stupen 3. Dokazte, ze plati £ = v + 2.



Uloha 8: Stromy a nezavislé mnoziny

Dokazte, ze kazdy strom s n vrcholy mé nezavislou mnozinu velikosti alespon n /2.
Mnozina vrcholu je nezavisld, pokud zadné z jejich vrcholu nejsou propojeny hra-
nou.

Uloha 9: Kostry a mosty
Ukazte, ze kazdé kostra souvislého grafu obsahuje vSechny mosty. Most je hrana
e souvislého grafu G, takova, ze graf G — e neni souvisly.

Uloha 10: Kombinatorické pocitani koster
Spoctéte, kolik ruznych koster mé:

e Kruznice s n vrcholy.
e “Cinka” - dva cykly s m a n vrcholy spojené cestou délky /.

e O-graf - dva vrcholy, mezi kterymi vedou 3 ruzné cesty délek ¢, m, n.



