Cviceni 1 - Logika a indukce (30.9.2024)

Uloha 1: Logické spojky 1
Doplite tabulku hodnot.
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Uloha 2: Negace 1
Znegujte nésledujici formule. Vysledna formule by méla obsahovat “—=" jen vedle
proménnych. Piiklad: Negace (a V b) je (—a A —b).

e Negace (a A D) je
e Negace (a = b) je

(
e Negace (a < b) je
e Negace (Vz € A)[z < 3] je
(

e Negace (3z € A)[x = 2] je

Uloha 3: Negace 2
Zmegujte nasledujici nepravdiva tvrzeni zapsand v prirozeném jazyce. Muzete si
pomoct piepisem pomoci logické formule.

e Pro vSechna redlna ¢isla x je druhd odmocnina x nizsi nez x.
e Existuje prvocislo, které je sudé a zaroven neni rovno 2.

e Cislo je liché pravé tehdy, kdyz je délitelné 2.

Uloha 4: Obména
Obménou implikace se rozumi prepis formule (a = b) na (=b = —a). Zformulujte
obménu nésledujicich tvrzeni:

e Pokud je = zédporné, potom /x neni definovana v R.
e Pokud je mnozina omezend a uzaviend, potom je kompaktni.

e Pokud ¢islo mé na misté jednotek nulu, potom je délitelné dvéma a péti.



Teoreticky tivod do indukce

Predpoklddejme, Zze chceme dokézat, ze tvrzeni obsahujici proménnou n plati,
pokud za n dosadime libovolné prirozené ¢islo.

Prikladem tvrzeni muze byt:

= 1
d k= g+ 1)

k=1
Napiiklad pro n = 5 dostaneme:
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coz plati. Tvrzeni jsme dokéazali pro specifickou hodnotu n. Jak dokazeme,
ze tvrzeni plati pro vSech (potencidlné) nekoneéné mnoho moznych hodnot n?
Metoda indukce spociva v tom, ze dokazeme dvé tvrzeni:

e (Zéklad indukce) Tvrzeni plati pro n=1. Neboli plati V(1)

e (Indukéni krok) Pokud tvrzeni plati pro libovolné n, potom plati i pro (n+1).
Neboli
(Vn e N)[V(n) = V(n+1)]

Pro¢ dukaz indukei funguje? Dejme tomu, ze chceme dokazat V' (5), ale misto
piimého dosazovéani do vzorce (jako vyse) zvolime dukaz indukci. Na zacdtku
dokazeme nasledujici dvé tvrzeni:

e V(1)
o (VneN)[V(n)=V(n+1)]

Nyni do druhého tvrzeni dosadime n = 1, coz je mozné diky univerzalnimu kvan-
tifikdtoru, a dostaneme V(1) = V(2). Leva strana implikace plati diky prvnimu
tvrzeni. Z toho dostavame, ze plati i V' (2). Pokud toto samé opakujeme pro n = 2
a vyuzijeme toho, ze plati V(2), dostaneme platnost V' (3). Opakovanim tohoto
postupu lze ukdzat V(5) 1 V(1000) bez dosazovani do vzorce se sumou.

Indukce nemusi za¢inat od 1 a indukéni krok nemusi byt (n+1). Pokud dokazujeme
tvrzeni jen pro sudd ¢isla, potom zvolime zdklad 2 a krok (n+2). V nékterych
pripadech je pro dukaz V(n + 1) tieba predpoklddat platnost vice tvrzeni z V(1)
az V(n). V téchto piipadech zformulujeme indukéni krok napiiklad jako:

(Vn e N)[(V) AV(2) A AV(R)) = V(n+1)]



Uloha 5: Prakticky tvod do Indukce
V teoretickém tvodu bylo popsano, jak pro vSechna n dokazat platnost tvrzeni
S p_1k=3n(n+1). Nynf to provedeme prakticky:

Zatneme dosazenim n = 1 do tvrzeni a ovéfenim platnosti V'(1):

Nyni dosaime n a (n + 1) do tvrzeni, abychom dostali tvrzeni V(n) a V(n + 1).
Jelikoz v prvnim piipadé dosazujeme n za n, tvrzeni staci opsat.

Vsimneme si, ze po dosazeni vypadaji tvrzeni podobné. Nyni piepiSeme levou
stranu V(n + 1) tak, aby méla tvar “leva strana V(n) plus néco”.

Vyuzijeme platnosti indukéniho predpokladu. Vyraz “leva strana V(n) plus néco”
je rovny “prava strana V(n) plus néco”.

Konecné, dokdzeme to, ze “prava strana V(n) plus néco” se rovna pravé strané

V(n+1).

Uloha 6: Indukce na matematickych fadach
Dokazte nasledujici tvrzeni pro vSechna n € N pomoci indukce. Pozor na k =2 v
posledni tloze.

o 12k —1)=n?
o Yk =ind+In?+1in

n k-1 _ 1
o [[i— E — n



Uloha 7: Indukce a délitelnost
Dokazte pro viechna n € N, ze (6n2 + 2n) je délitelné 4.

Fibonacciho posloupnost
Fibonacciho posloupnost je nekonecnd posloupnost ¢isel definovana jako:

o [1:=1
[ ] FQ =1
e Pokud n > 3, potom F,, := F,,_9 + F,_1

Vsimnéte si, v tretim piipadé ze F,, je zavislé na dvou predchozich ¢lenech.
Toto se projevi v dukazech indukci, které budou nyni mit strukturu

e V(1) plati
e V(2) plati

e (Vn>3)[(V(n—2)AV(n—1)) = V(n)] plati

Uloha 8: Vlastnosti Fibonacciho posloupnosti
Dokazte nasledujici tvrzeni pro vSechna n € N pomoci indukce:

o [, < (1+2\/5)n—1
b ZZ:lF]?:Fn'Fn+1

L] ZZ:I Fk = Fn+2 —1

* Uloha 9: Sachovnice

Megjme Sachovnici rozméru 2"x2". Jedno z policek na této Sachovnici chybi. Dokazte,
ze je tuto Sachovnici mozné pokryt dilky, z nichz kazdy piikryje 3 policka ve tvaru
L.



* Uloha 10: Logické spojky 2

V tloze 1 byly predstaveny 4 bindrni logické spojky (A, V,=-,<). Pravdivostni
tabulky téchto 4 spojek se vzajemné lisily. Jaky je nejvyssi mozny pocet binarnich
logickych spojek, jejichz tabulky se vzajemneé 1isi? K odpovédi lze dojit jak kon-
strukei, tak tivahou.

* Uloha 11: Logické spojky 3
Definujte logické spojky V, = a < pomoci formuli vyuzivajici pouze spojky — a A.

* Uloha 12: Logické spojky 4

Definujte logické spojky — a A pomoci formuli vyuzivajici pouze spojku 1. Tato
spojka se nazyvda NAND (“not and”) a jeji definice je v tabulce nize. Volitelné,
zkuste vzorce, které jste vytvorili v predchozi 1loze, rozepsat pomoci této spojky.

alb|latTbd
0]0 1
01 1
110 1
111 0

* Uloha 13: Princip indukce

Chcete dokézat platnost tvrzeni pro vSechna celd ¢islaZ = {...,—2,-1,0,1,2,... }.
Navrhnéte néco jako dukaz indukci pro celd ¢isla a argumentujte o platnosti této
metody. (Vase metoda nemusi byt univerzalni, stejné jako prvni predstavend
metoda nemohla dokézat platnost tvrzeni o Fibonacciho fadé.)



** Uloha 14: Pascaltiv trojihelnik
Pro libovolné n > k > 0 definujme kombinaéni ¢islo (Z) nasledovneé:

e Pro viechna n > 0 platf (j) =1
e Pro viechna n > 0 plati () =1
o Jinak (7) = (;2) + (")

Nize je tabulka obsahujici hodnoty vSech kombinaé¢nich ¢isel pro n < 4. Vsimnéte
si, jak se pravidlo o souctu projevuje v tabulce.

(n\kJof1[2]3]4]

0 || 1

1 |11

2 11121

3 |1(33]1
4 1141641

Urcete tadkové soucty v tabulce vyse. Jakou ¢&iselnou posloupnost tyto soucty
tvori? Zformulujte tvrzeni o fadkovych souctech a dokazte indukci.

** Uloha 15: Kombinatorickd geometrie
Ptedstavte si dvourozmérnou rovinu.

e Do této roviny zakreslete prvni pitimku. Rovina je touto piimkou rozdélena
na 2 Césti.
e Do této roviny zakreslete druhou primku. V zavislosti na tom, jak byla tato

pifmka zakreslena, muze byt rovina rozdélena az na 4 Gasti.

e Do této roviny zakreslete tfeti pifimku. Maximélni pocet ¢ésti je 7. (Pfesvédcte
se, ze nelze rovinu takto rozdélit na 8 ¢dsti a zamyslete se proc.)

Pocet ¢4sti je po zakresleni n pfimek omezen zhora vyrazem (1 + 3(n* + n)).
Dokazte toto tvrzeni indukci.



