
Cvičeńı 1 - Logika a indukce (30.9.2024)

Úloha 1: Logické spojky 1
Doplňte tabulku hodnot.

a b ¬a a ∧ b a ∨ b a ⇒ b a ⇔ b

0 0
0 1
1 0
1 1

Úloha 2: Negace 1
Znegujte následuj́ıćı formule. Výsledná formule by měla obsahovat “¬” jen vedle
proměnných. Př́ıklad: Negace (a ∨ b) je (¬a ∧ ¬b).

• Negace (a ∧ b) je

• Negace (a ⇒ b) je

• Negace (a ⇔ b) je

• Negace (∀x ∈ A)[x < 3] je

• Negace (∃x ∈ A)[x = 2] je

Úloha 3: Negace 2
Znegujte následuj́ıćı nepravdivá tvrzeńı zapsaná v přirozeném jazyce. Můžete si
pomoct přepisem pomoćı logické formule.

• Pro všechna reálná č́ısla x je druhá odmocnina x nižš́ı než x.

• Existuje prvoč́ıslo, které je sudé a zároveň neńı rovno 2.

• Č́ıslo je liché právě tehdy, když je dělitelné 2.

Úloha 4: Obměna
Obměnou implikace se rozumı́ přepis formule (a ⇒ b) na (¬b ⇒ ¬a). Zformulujte
obměnu následuj́ıćıch tvrzeńı:

• Pokud je x záporné, potom
√
x neńı definovaná v R.

• Pokud je množina omezená a uzavřená, potom je kompaktńı.

• Pokud č́ıslo má na mı́stě jednotek nulu, potom je dělitelné dvěma a pěti.
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Teoretický úvod do indukce
Předpokládejme, že chceme dokázat, že tvrzeńı obsahuj́ıćı proměnnou n plat́ı,
pokud za n dosad́ıme libovolné přirozené č́ıslo.
Př́ıkladem tvrzeńı může být:

n∑
k=1

k =
1

2
n(n+ 1)

Např́ıklad pro n = 5 dostaneme:

5∑
k=1

k = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 =
5 · 6
2

=
1

2
· 5 · (5 + 1)

což plat́ı. Tvrzeńı jsme dokázali pro specifickou hodnotu n. Jak dokážeme,
že tvrzeńı plat́ı pro všech (potenciálně) nekonečně mnoho možných hodnot n?
Metoda indukce spoč́ıvá v tom, že dokážeme dvě tvrzeńı:

• (Základ indukce) Tvrzeńı plat́ı pro n=1. Neboli plat́ı V (1)

• (Indukčńı krok) Pokud tvrzeńı plat́ı pro libovolné n, potom plat́ı i pro (n+1).
Neboli

(∀n ∈ N)[V (n) ⇒ V (n+ 1)]

Proč d̊ukaz indukćı funguje? Dejme tomu, že chceme dokázat V (5), ale mı́sto
př́ımého dosazováńı do vzorce (jako výše) zvoĺıme d̊ukaz indukćı. Na začátku
dokážeme následuj́ıćı dvě tvrzeńı:

• V (1)

• (∀n ∈ N)[V (n) ⇒ V (n+ 1)]

Nyńı do druhého tvrzeńı dosad́ıme n = 1, což je možné d́ıky univerzálńımu kvan-
tifikátoru, a dostaneme V (1) ⇒ V (2). Levá strana implikace plat́ı d́ıky prvńımu
tvrzeńı. Z toho dostáváme, že plat́ı i V (2). Pokud toto samé opakujeme pro n = 2
a využijeme toho, že plat́ı V (2), dostaneme platnost V (3). Opakováńım tohoto
postupu lze ukázat V (5) i V (1000) bez dosazováńı do vzorce se sumou.

Indukce nemuśı zač́ınat od 1 a indukčńı krok nemuśı být (n+1). Pokud dokazujeme
tvrzeńı jen pro sudá č́ısla, potom zvoĺıme základ 2 a krok (n+2). V některých
př́ıpadech je pro d̊ukaz V (n + 1) třeba předpokládat platnost v́ıce tvrzeńı z V (1)
až V (n). V těchto př́ıpadech zformulujeme indukčńı krok např́ıklad jako:

(∀n ∈ N)[(V (1) ∧ V (2) ∧ · · · ∧ V (n)) ⇒ V (n+ 1)]
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Úloha 5: Praktický úvod do Indukce
V teoretickém úvodu bylo popsáno, jak pro všechna n dokázat platnost tvrzeńı∑n

k=1 k = 1
2n(n+ 1). Nyńı to provedeme prakticky:

Začneme dosazeńım n = 1 do tvrzeńı a ověřeńım platnosti V (1):

Nyńı dosáıme n a (n + 1) do tvrzeńı, abychom dostali tvrzeńı V (n) a V (n + 1).
Jelikož v prvńım př́ıpadě dosazujeme n za n, tvrzeńı stač́ı opsat.

Všimneme si, že po dosazeńı vypadaj́ı tvrzeńı podobně. Nyńı přeṕı̌seme levou
stranu V (n+ 1) tak, aby měla tvar “levá strana V (n) plus něco”.

Využijeme platnosti indukčńıho předpokladu. Výraz “levá strana V (n) plus něco”
je rovný “pravá strana V (n) plus něco”.

Konečně, dokážeme to, že “pravá strana V (n) plus něco” se rovná pravé straně
V (n+ 1).

Úloha 6: Indukce na matematických řadách
Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı pro všechna n ∈ N pomoćı indukce. Pozor na k = 2 v
posledńı úloze.

•
∑n

k=1(2k − 1) = n2

•
∑n

k=1 k
2 = 1

3n
3 + 1

2n
2 + 1

6n

•
∏n

k=2
k−1
k = 1

n
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Úloha 7: Indukce a dělitelnost
Dokažte pro všechna n ∈ N, že (6n2 + 2n) je dělitelné 4.

Fibonacciho posloupnost
Fibonacciho posloupnost je nekonečná posloupnost č́ısel definována jako:

• F1 := 1

• F2 := 1

• Pokud n ≥ 3, potom Fn := Fn−2 + Fn−1

Všimněte si, v třet́ım př́ıpadě že Fn je závislé na dvou předchoźıch členech.
Toto se projev́ı v d̊ukazech indukćı, které budou nyńı mı́t strukturu

• V (1) plat́ı

• V (2) plat́ı

• (∀n ≥ 3)[(V (n− 2) ∧ V (n− 1)) ⇒ V (n)] plat́ı

Úloha 8: Vlastnosti Fibonacciho posloupnosti
Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı pro všechna n ∈ N pomoćı indukce:

• Fn ≤ (1+
√
5

2 )n−1

•
∑n

k=1 F
2
k = Fn · Fn+1

•
∑n

k=1 Fk = Fn+2 − 1

* Úloha 9: Šachovnice
Mějme šachovnici rozměru 2nx2n. Jedno z poĺıček na této šachovnici chyb́ı. Dokažte,
že je tuto šachovnici možné pokrýt d́ılky, z nichž každý přikryje 3 poĺıčka ve tvaru
L.
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* Úloha 10: Logické spojky 2
V úloze 1 byly představeny 4 binárńı logické spojky (∧,∨,⇒,⇔). Pravdivostńı
tabulky těchto 4 spojek se vzájemně lǐsily. Jaký je nejvyšš́ı možný počet binárńıch
logických spojek, jejichž tabulky se vzájemně lǐśı? K odpovědi lze doj́ıt jak kon-
strukćı, tak úvahou.

* Úloha 11: Logické spojky 3
Definujte logické spojky ∨, ⇒ a⇔ pomoćı formuĺı využ́ıvaj́ıćı pouze spojky ¬ a ∧.

* Úloha 12: Logické spojky 4
Definujte logické spojky ¬ a ∧ pomoćı formuĺı využ́ıvaj́ıćı pouze spojku ↑. Tato
spojka se nazývá NAND (“not and”) a jej́ı definice je v tabulce ńıže. Volitelně,
zkuste vzorce, které jste vytvořili v předchoźı úloze, rozepsat pomoćı této spojky.

a b a ↑ b

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

* Úloha 13: Princip indukce
Chcete dokázat platnost tvrzeńı pro všechna celá č́ısla Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }.
Navrhněte něco jako d̊ukaz indukćı pro celá č́ısla a argumentujte o platnosti této
metody. (Vaše metoda nemuśı být univerzálńı, stejně jako prvńı představená
metoda nemohla dokázat platnost tvrzeńı o Fibonacciho řadě.)
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** Úloha 14: Pascal̊uv trojúhelńık
Pro libovolné n ≥ k ≥ 0 definujme kombinačńı č́ıslo

(
n
k

)
následovně:

• Pro všechna n ≥ 0 plat́ı
(
n
0

)
= 1

• Pro všechna n ≥ 0 plat́ı
(
n
n

)
= 1

• Jinak
(
n
k

)
=

(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
Nı́že je tabulka obsahuj́ıćı hodnoty všech kombinačńıch č́ısel pro n ≤ 4. Všimněte
si, jak se pravidlo o součtu projevuje v tabulce.

n\k 0 1 2 3 4

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

Určete řádkové součty v tabulce výše. Jakou č́ıselnou posloupnost tyto součty
tvoř́ı? Zformulujte tvrzeńı o řádkových součtech a dokažte indukćı.

** Úloha 15: Kombinatorická geometrie
Představte si dvourozměrnou rovinu.

• Do této roviny zakreslete prvńı př́ımku. Rovina je touto př́ımkou rozdělena
na 2 části.

• Do této roviny zakreslete druhou př́ımku. V závislosti na tom, jak byla tato
př́ımka zakreslena, může být rovina rozdělena až na 4 části.

• Do této roviny zakreslete třet́ı př́ımku. Maximálńı počet část́ı je 7. (Přesvědčte
se, že nelze rovinu takto rozdělit na 8 část́ı a zamyslete se proč.)

Počet část́ı je po zakresleńı n př́ımek omezen zhora výrazem (1 + 1
2(n

2 + n)).
Dokažte toto tvrzeńı indukćı.
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