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1 Osvěžeńı

Úloha 1.1. Perfektńı párováńı grafu G je takové párováńı, které pokrývá všechny vrcholy
grafu G. Najděte všechna perfektńı párováńı v Petersonově grafu. Ukažte, že v́ıc jich
neexistuje. [4]

2 Aplikace Hallovy věty

Vrcholovým pokryt́ım v grafu G = (V,E) je množina C ⊆ V taková, že pro každé e ∈ E
plat́ı e ∩ C ̸= ∅. Párováńım v G je množina disjunktńıch hran z E.

Věta 2.1. V každém bipartitńım grafu se velikost minimálńıho vrcholového pokryt́ı rovná
velikosti maximálńıho párováńı.

Necht’ X a I jsou konečné množiny. Množinovým systémem na X nazveme |I|-tici
M = (Mi : i ∈ I), kde Mi ⊆ X. Systém r̊uzných reprezentant̊u (SRR) je prostá funkce
f : I → X taková, že pro každé i ∈ I je f(i) ∈ Mi. Vı́me, že existence SRR v M je ekvi-
valentńı s existenćı párováńı velikosti |I| v incidenčńım grafu GM = (I ∪X, {{i, x} : i ∈
I, x ∈ X,x ∈ Mi}).

Věta 2.2. Systém r̊uzných reprezentant̊u v M existuje právě tehdy, když pro každou

J ⊆ I je
∣∣∣⋃j∈J Mj

∣∣∣ ≥ |J |; tato podmı́nka se nazývá Hallova.

Úloha 2.3. Necht’ a, b, c, d, e jsou r̊uzná přirozená č́ısla.

(a) Má množinový systém tvořený všemi tř́ıprvkovými podmnožinami množiny {a, b, c, d}
systém r̊uzných reprezentant̊u?

(b) Má množinový systém tvořený všemi tř́ıprvkovými podmnožinami množiny {a, b, c, d, e}
systém r̊uzných reprezentant̊u?

1Informace o cvičeńı najdeš na kam.mff.cuni.cz/~marian/2122/KG1.



Úloha 2.4. Dokažte, že Hallova věta implikuje Kőnigovu–Egerváryho větu.

Úloha 2.5. Latinský obdélńık řádu k × n, k ≤ n je matice typu {1, . . . , n}k×n, kde se
v každém řádku a sloupci každý prvek vyskytuje nejvýše jednou. Latinský čtverec řádu n
je latinský obdélńık řádu n× n.

Ukažte, že latinských čtverc̊u řádu n je alespoň Ω((n!)2).

Úloha 2.6. Najděte nekonečný systém množin M = (Mi : i ∈ I), který splňuje Hallovu
podmı́nku (tj. pro každé k ∈ N obsahuje sjednoceńı libovolné k-tice množin z M aspoň k
prvk̊u), ale nemá systém r̊uzných reprezentant̊u.

Úloha 2.7 (*). Pro n× n matici A = (aij) definujeme permanent matice A jako

per(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

ai,σ(i).

(a) Bud’ G bipartitńı graf s partitami U = {u1, . . . , un} a V = {v1, . . . , vn} a necht’

aij = 1, pokud {ui, vj} ∈ E(G) a aij = 0 jinak. Ukažte, že počet perfektńıch
párováńı v G je per(A), kde A = (aij).

(b) Necht’ A = (aij) je nezáporná n×n matice, ve které se všechny řádkové a sloupcové
součty rovnaj́ı jedné (tzv. dvojitě stochastická matice). Ukažte, že per(A) > 0.

3 Osmý domáćı úkol - deadline 1.12.2021, 15:40

Úlohy smı́te řešit samostatně či ve dvojici, sepsat úlohu však muśı každý samostatně.
Řešeńı prośım bud’ submitněte na sovičku (elektronicky), nebo doneste osobně na cvičeńı.
Pokud submitnete na Sovičku, máte šanci mı́t své řešeńı opraveno mnou ještě před
finálńım obodováńım. Jsou-li nějaké nejasnosti, problémy, můžu-li nějak pomoct, pǐste
na marian@kam.mff.cuni.cz.

Úloha 3.1. Rozhodněte, zda má následuj́ıćı množinový systém M = (Mi : i ∈ I =
{20, . . . , 30}), kde Mi ⊆ X = {1, . . . , 11} je množina dělitel̊u č́ısla i, systém r̊uzných
reprezentant̊u. Existuje systém r̊uzných reprezentant̊u v množinovém systému M′, který
vznikne z M nahrazeńım M23 za M32? [4]

Úloha 3.2. Odvod’te Hallovu větu z Kőnigovy-Egerváryho věty. [4]
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