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1 Osvěžeńı

Seřad’te podle velikosti pro velké n tyto funkce
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a své rozhodnut́ı podložte d̊ukazem. [4]

2 Vytvořuj́ıćı funkce

Úloha 2.1. (a) Mějme polynomy p(x) = 1+x+x2+x3+x4+x5 a q(x) = 1+x2+x4+x6.
Jaký je koeficient u členu x7 v jejich součinu p(x)q(x)?

(b) Vraćıme se z nákupu s pěti jednokilovými položkami a třemi dvoukilovými. Máme
s sebou tašku, která unese maximálně sedm kilogramù. Kolika zpùsoby mùžeme
maximálně naplnit tašku?

Mocninná řada je řada tvaru
∑∞

i=0 aix
i, kde ai ∈ R a x je reálná proměnná. Jako

(obyčejnou) vytvořuj́ıćı funkci posloupnosti (a0, a1, a2, . . .) označ́ıme mocninnou řadu
a(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · . Např́ıklad funkce 1
1−x je podle vzorce pro součet ge-

ometrické řady vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (1, 1, 1, . . .) a podle binomické věty je
(1 + x)n vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti (

(
n
0

)
,
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)
,
(
n
2

)
, . . .). Přechod mezi posloupnostmi

a funkcemi je pro tuto techniku kĺıčový.

Tvrzeńı 2.2. Bud’ (a0, a1, . . .) posloupnost reálných č́ısel. Necht’ existuje K takové, že
|an| ≤ Kn pro všechna n. Potom pro každé x ∈ (−1K , 1

K ) řada
∑∞

i=0 aix
i konverguje a

hodnota jej́ıho součtu definuje funkci a(x) proměnné x na uvedeném intervalu. Hodno-
tami a(x) na libovolně malém okoĺı 0 jsou všechny členy a0, a1, . . . jednoznačně určeny,
a(x) má v 0 derivace všech řád̊u a plat́ı

an =
a(n)(0)

n!
.

Úloha 2.3. Posloupnost a0, a1, a2, . . . má generuj́ıćı funkci g(x). Jakou generuj́ıćı funkci
pak bude mı́t posloupnost částečných součt̊u a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . . ?

1Informace o cvičeńı najdeš na kam.mff.cuni.cz/~marian/2122/KG1.



Úloha 2.4. Najděte vytvořuj́ıćı funkce pro následuj́ıćı posloupnosti (pokuste se je vyjádřit
v uzavřeném tvaru):

(a) (0, 0, 0, 0,−6, 6,−6, 6,−6, . . .),

(b) (1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, . . .),

(c) (12, 22, 32, . . .),

(d) (0, 2, 6, 12, 20, . . .), tedy n-tý člen je součtem prvńıch n sudých přirozených č́ısel
včetně nuly.

Úloha 2.5. Určete koeficient

(a) u x10 v 2+x
(1+3x)(1−2x)2 ,

(b) u x2019 v sin(x).

Úloha 2.6. Zjistěte, čemu se rovná an, které je zadané rekurentńı rovnićı a0 = 1, a1 = 9
a an+2 = 6an+1 − 9an pro n ≥ 0.

Úloha 2.7. Kolika zpùsoby lze č́ıslo n ∈ N zapsat jako součet k nenulových celých č́ısel,
jestlǐze zálež́ı na jejich pořad́ı?

Základńı operace s mocninnými řadami:

a(x) + b(x) (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)

αa(x) (αa0, αa1, αa2, . . .)

a(αx) (a0, αa1, α
2a2, . . . , α

iai, . . .)

xka(x) (0, . . . , 0, a0, a1, a2, . . . ) (k nul na začátku)

a(xk) (a0, 0, . . . , 0, a1, 0, . . .) (stř́ıdavě k − 1 nul)

a(x)−a0−···−ak−1x
k−1

xk (ak, ak+1, ak+2, . . .)

a′(x) (a1, 2a2, 3a3, . . . , iai, . . .)∫ x
0 a(t) dt (0, a0,

a1
2 ,

a2
3 , . . . ,

ai
i+1 , . . .)

a(x)b(x) (c0, c1, c2, . . .), kde cn =
∑n

k=0 akbn−k



Popis Posloupnost Vytvořuj́ıćı funkce Kompaktńı tvar

Základńı řada (1, 1, 1, 1, . . . ) 1 + x+ x2 + x3 + . . . 1
1−x

Měńıme koeficient (1, 2, 4, 8, . . . ) 1 + 2x+ 4x2 + 8x3 + . . . 1
1−2x

Měńıme mocninu (1, 0, 1, 0, . . . ) 1 + x2 + x4 + . . . 1
1−x2

Posouváme změněný
koeficient doprava o 2

(0, 0, 1, 2, 4, 8, . . . ) x2 + 2x3 + 4x4 + 8x5 + . . . x2

1−2x

Derivujeme základ (1, 2, 3, 4, . . . ) 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . . 1
(1−x)2

Posouváme derivaci o
1 doleva

(2, 3, 4, 5, . . . ) 2 + 3x+ 4x2 + 5x3 . . .
1

(1−x)2
−1

x

Derivujeme základ 2x (2, 6, 12, 20, . . . ) 2 + 6x+ 12x2 + 20x3 + . . . 2
(1−x)3

3 Třet́ı domáćı úkol - deadline 20.10.2021, 15:40

Úlohy smı́te řešit samostatně či ve dvojici, sepsat úlohu však muśı každý samostatně.
Řešeńı prośım bud’ submitněte na sovičku (elektronicky), nebo doneste osobně na
cvičeńı. Pokud jste to dosud neudělali, uved’te přezd́ıvku, pod kterou budete uvedeni na
stránkách předmětu. Jsou-li nějaké nejasnosti, problémy, můžu-li nějak pomoct, pǐste na
marian@kam.mff.cuni.cz.

Úloha 3.1. Sestrojte vytvořuj́ıćı funkce pro tyto posloupnosti (v kompaktńım tvaru, tj.
bez použit́ı nekonečných řad).

(a) (6, 0, 0, 6, 0, 0, 6, 0, 0, ..., 6, 0, 0, ...) [1]

(b) (9, 27, 81, ..., 3i, ...) [2]

(c) (0, 1, 1, 2, 2, 4, 3, 8, 4, 16, ..., i, 2i, ...) [3]
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