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1 Ramseyova teorie, grafy a hypergrafy

Pro k € N nazveme k-obarvenim mnoziny X libovolnou funkci f: X — C, kde C je
mnozina k barev. Pro ny,...,ni € N definujme Ramseyovo ¢éislo R(nq,...,ny) jako
nejmensi N € N takové, ze pro kazdé k-obarveni hran grafu Ky existuje ¢ € {1,...,k}
takové, ze dané k-obarveni obsahuje K, jako podgraf se vSemi hranami obarvenymi
i-tou barvou.

Ramseyova véta pro grafy. Pro kazdé ny,...,n; € N je ¢islo R(nq,...,ng) konecné.

Z prednésky také vime, ze R(3,3) =6 a R(k,l) < (ki_lg) pro kazdé k,l € N.

Oznacime-li pro grafy Hy,..., Hy jako R(Hy,...,Hy) nejmensi N € N takové, ze
pro kazdé k-obarveni hran grafu Ky existuje i € {1,...,k} takové, ze dané k-obarven{
obsahuje H; jako podgraf se vSemi hranami obarvenymi i-tou barvou, pak z Ramseyovy
véty dostdvame R(Hy,...,Hyp) < R(|V(H1)|,...,|V(Hg)|). Tedy i tato Ramseyovska
¢isla obecnych grafti jsou vzdy konecéna.

Rozsifme se nyni o hypergrafy! Pro p,ni,...,nr € N definujme Ramseyovo cislo
Ry(na,...,ng) jako nejmensi N € N takové, ze pro kazdé k-obarveni mnoziny (“";}’N})
existuje i € {1,..., k} takové, ze dané k-obarveni obsahuje podmnozinu X C {1,..., N}
velikosti n; se vSemi p-ticemi z (f ) obarvenymi i-tou barvou.

Ramseyova véta pro hypergrafy. Pro kazdé p,n1,...,n, € N je éislo Ry(n1, ..., nk)
konecné.

Ramseyova véta plati dokonce i v nasledujici nekonecné verzi.

Ramseyova véta pro nekoneéné hyper-mnoziny. Pro kazdé p,k € N a pro kazZdé
k-obarveni mnoZiny (I;]) existuje nekonecnd X C N takovd, Ze vSechny jeji p-tice maji v
daném k-obarveni stejnou barvu.

Uloha 1.1. Urcete nejmensi N takové, Ze v kaZdém cerveno-modrém obarveni hran Ky
najdeme bud modrou kopii K13 nebo cervenou kopii K3. Neboli urcete R(Ks, K13).[4]

Uloha 1.2. Rozhodnéte, kterd z ndsledujicich tvrzeni jsou pravdivd:

(a) Obarvime-li dostatecné velky iplny graf se smyckami dvéma barvami (barvime
hrany a smycky), vidy ezxistuje jednobarevny uplny podgraf se smyékami na n vr-

cholech.

(b) Pro kazdé n € N existuje N € N takové, Ze pro libovolny graf G na N wvrcholech
plati: bud’ G obsahuje K, ,, jako podgraf nebo doplnék G obsahuje K, ,, jako podgraf.

nformace o cvigenf najdes na kam.mff.cuni.cz/~marian/2122/KG1.



(c) Pro kazdé n € N existuje N € N takové, Ze pro libovolny graf G na N wvrcholech
plati: bud’ G obsahuje K, ,, jako podgraf nebo G obsahugje doplnék K, ,, jako podgraf.

(d) Pro kazdy graf G existuje N € N takové, Ze v libovolném 2-obarveni hran Ky
najdeme jednobarevnou G jako indukovany podgraf.

Uloha 1.3 (IMO 1964/4). Each of 17 students talked with every other student. They all
talked about three different topics. Each pair of students talked about one topic. Prove
that there are three students that talked about the same topic among themselves. In other
words, prove that R(3,3,3) < 17.

Uloha 1.4. Dokazte nerovnost R(3,...,3) < |e- k!|+1 pro Ramseyovo éislo R(3,...,3)
s k barvami.

Uloha 1.5 (Erd8s-Szekeres lemma). In a sequence of (m — 1)(n — 1) + 1 pairwise dis-
tinct real numbers, there is either an increasing subsequence of length m or a decreasing
subsequence of length n.

Uloha 1.6. Prove that if each point of the plane is colored red or blue then some rectangle
has its vertices all the same color.

Uloha 1.7 (IMO 1978/6). An international society has its members from siz different
countries. The list of members has 1978 names, numbered 1, 2, ..., 1978. Prove that
there is at least one member whose number is the sum of the numbers of two members
from his own country, or twice the number of a member from his own country.

Uloha 1.8. (Schurova véta) Ukazte, Ze existuje dost velké N € N takové, Ze obarvime-li
proky [N] r barvami, pak vidy dokdZeme najit x,y,z € [N], které maji stejnou barvu a
plati z +y = z (tj. najdeme jednobarevné tesent této rovnice).

Hint: Zvolte N = R(3,..,3) — 1 (trojka r-krdt) a vhodny hranové 2-obarveny graf.

Uloha 1.9 (Fermat’s Last Theorem modulo p). Prove that for all n > 2 and large
enough (you can choose how large) primes p the following congruence has a solution:

a®+b"=c" (mod p).

Uloha 1.10. (a) Ukaste, e pro kazdé prirozené cislo n existuje prirozené cislo M (n)
takové, zZe kazdd {0,1}-matice s rozméry M(n) x M(n) obsahuje n X n podmatici,
kterd obsahuje bud jen nuly nebo jen jednicky.

(b) Sestrojte libovolné velkou {0, 1}-matici, kterd neobsahuje 2 X 2 matici se samymi
jednickami a ani 2 X 2 matici se samymi nulami jako diagonalni podmatici. Matice
A o rozmérech n x n je diagondlni podmatici matice B o rozmérech N x N, pokud
existuje R C {1,...,N}, |R| = n, takovd, Ze vybrdanim rddki a sloupci matice B s
indexy z R ziskame matici A.

(¢) Ukazte, Ze pro kaZdé prirozené cislo n existuje prirozené c¢islo DM (n) takové, Ze
kazdd {0, 1}-matice s rozméry DM (n) x DM (n) obsahuje n X n diagondlni podma-
tici, kterd md vSechny prvky na diagondle totozné, véechny prvky nad diagondlou
totozné a také vsechny prvky pod diagondlou totozné.
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fﬂohy smite TeSit samostatné ¢i ve dvojici, sepsat tlohu vSsak musi kazdy samostatné.
Resen{ prosim bud submitnéte na sovicku (elektronicky), nebo doneste osobné na cvicent.
Pokud submitnete na Sovicku, mate Sanci mit své feSeni opraveno mnou jesté pired
findlnim obodovanim. Jsou-li néjaké nejasnosti, problémy, muzu-li néjak pomoct, piste
na marian@kam.mff.cuni.cz.

Uloha 2.1. Ukazte, Ze R(Cy,Cy) = 6, tedy Ze v kaZdém éerveno-modrém obarveni hran
K¢ najdeme jednobarevny 4-cyklus, zatimco na Ks se to uZ podarit nemusi. (Lze udélit
éastecné body za slabsi odhady.) [6]
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