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Úloha 2. Na dětském táboře je 15 dět́ı. Každý den maj́ı tři děti službu v kuchyni a plat́ı,
že každá dvojice dět́ı má právě jednou společnou službu. Kolik dńı trvá tábor?
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Úloha 4. Označme Sn systém všech permutaćı p = (p1, p2, . . . , pn) č́ısel 1 až n. Pro
permutaci p ∈ Sn označme

f(p) =
n∑

i=1

i · pi.

Ukažte, že

4
∑
p∈Sn

f(p) = (n2 + n)(n+ 1)!
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Úloha 6. Určete koeficient u x4 v 8+13x
(1+2x)(1−x) .

Úloha 7. V matematické olympiádě řešilo 45 účastńık̊u šest př́ıklad̊u, každý př́ıklad
byl vyřešen právě 25 řešiteli. Ukažte, že m̊užeme vybrat dva účastńıky, kteř́ı dohromady
vyřešili vše.

Úloha 8. Najděte explicitńı vzorec pro rekurenci an+2 = an+1+2an, kde a1 = 1, a0 = 0.



Úloha 9. Po ṕısemce z analýzy část student̊u zamı́řila do nemocnice na transplantaci
krve. Krevńı skupina všech student̊u je AB, A, B, nebo 0, přičemž 0 je univerzálńı dárce,
zat́ımco AB je univerzálńı př́ıjemce, dále A dovede darovat/přij́ımat od A, B dovede také
darovat/přij́ımat od B.

Předpokládejte, že znáte pro každou krevńı skupinu počty všech student̊u této skupiny.
Dále znáte množstv́ı každé krevńı skupiny, kterou má naskladněna nemocnice.

Je možné, aby se transplantace u všech povedla a na každého se dostalo, kdyby bylo
potřeba 37 ∗ A, 33 ∗ B, 40 ∗ 0, 40 ∗ AB, a nemocnice měla naskladněno 44 ∗ A, 31 ∗ B,
42 ∗ 0, 38 ∗AB? Modelujte problém jako problém hledáńı maximálńıho toku.

Úloha 10. Když sleṕıme tři rovnostranné trojúhelńıčky podél některých hran, dostaneme
něco, co m̊užeme považovat za graf na pěti vrcholech. Kolik má tento graf koster?

Úloha 11. Definujte zcela korektně a přesně konečnou projektivńı rovinu, vysvětlete,
proč jsou r̊uzné části definice potřeba.

Úloha 12. Nalezněte kladné a neklesaj́ıćı funkce f(n) a g(n) definované pro všechna
přirozená č́ısla tak, aby neplatilo f(n) = O(g(n)) a ani g(n) = O(f(n)).

Úloha 13. Ukažte, že
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Úloha 14. Při zápočtové ṕısemce každý student vyřešil aspoň třetinu všech úloh a nav́ıc
věťsina student̊u vyřešila aspoň dvě třetiny úloh. Ukažte, že v ṕısemce existuje úloha,
kterou vyřešila věťsina student̊u.

Úloha 15. Pole mř́ı̌zky 21×21 jsou obarvena tak, že v každém řádku i sloupci se vyskytuje
nejvýše 5 r̊uzných barev. Ukažte, že se některá z barev vyskytuje ve třech řádćıch a zároveň
i ve třech sloupćıch.

Úloha 16. Mějme rovinné nakresleńı grafu G, ve kterém jsou všechny stěny (i ta vněǰśı)
trojúhelńıky. Předpokládejme, že vrcholy G jsou obarveny třemi barvami (ne nutně ko-
rektně, tj. sousedńı vrcholy mohou mı́t stejnou barvu. Ukažte, že počet stěn, na jejichž
vrcholech jsou použity všechny tři barvy, je sudý.

Úloha 17. Ukažte, že každý graf s N vrcholy neobsahuj́ıćı žádné cykly délky přesně 4 má
nanejvýš O(N3/2) hran. Hint: Dvěma zp̊usoby odhadněte počty podgraf̊u K1,2 a použijte
Cauchyho–Schwarzovu nerovnost.



2 Jedenáctý domáćı úkol - deadline 5.1.2022, 15:40

Úlohy smı́te řešit samostatně či ve dvojici, sepsat úlohu však muśı každý samostatně.
Řešeńı prośım bud’ submitněte na sovičku (elektronicky), nebo doneste osobně na cvičeńı.
Pokud submitnete na Sovičku, máte šanci mı́t své řešeńı opraveno mnou ještě před
finálńım obodováńım. Jsou-li nějaké nejasnosti, problémy, můžu-li nějak pomoct, pǐste
na marian@kam.mff.cuni.cz.

Úloha. Na univerzitě studuje 2000 student̊u a 2000 studentek. Předpokládejme, že nikdo
z těchto 4000 studuj́ıćıch neńı zapsán ve stu nebo v́ıce klubech. Na druhou stranu je
známo, že libovolný student se s kteroukoli studentkou m̊uže potkat v nějakém klubu, kde
jsou oba zapsáni. Rozhodněte, zda-li je možné, aby všechny kluby měly bud’ nejvýše 10
chlapc̊u či nejvýše 10 d́ıvek, nebo zda nutně existuje alespoň jeden klub, ve kterém je
zapsáno alespoň 11 chlapc̊u a zároveň alespoň 11 d́ıvek. [8]
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