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1 Počty koster

Kostra v grafu G = (V,E) je stromem T = (V,E′) s E′ ⊆ E. Neboli T je souvislým
podgrafem grafu G na stejné množině vrchol̊u a T nav́ıc neobsahuje cyklus. Graf má
kostru právě tehdy, když je souvislý. Pro graf G označme jako κ(G) počet koster grafu
G.

Cayleyho vzorec. Pro každé celé č́ıslo n ≥ 2 je počet koster úplného grafu Kn na n
vrcholech roven nn−2. Neboli κ(Kn) = nn−2.

Laplacián grafu G = ({1, . . . , n}, E) je n× n matice L(G) = (Li,j)
n
i,j=1, kde

Li,j =


degG(i), pokud i = j,

−1, pokud {i, j} ∈ E,

0, jinak.

Věta. Pro každý graf G = ({1, . . . , n}, E) plat́ı κ(G) = det(L(G)1,1), kde L(G)1,1 znač́ı
matici L(G) bez prvńıho řádku a bez prvńıho sloupce.

Z přednášky také v́ıme, že počet koster úplného grafu Kn bez jedné hrany je roven
(n−2)nn−3 a počet koster úplného grafuKn obsahuj́ıćıch pevně zvolenou hranu je 2nn−3.

Úloha 1.1. Spočtěte počet koster v následuj́ıćıch grafech:

(a) Kn ÷ e, tedy grafu Kn s jednou podrozdělenou hranou e,

(b) Kn ÷ E, tedy grafu Kn se všemi hranami podrozdělenými,

(c) Cm ⊕e Cn, tedy dvou cykl̊u slepených společnou hranou e,

(d) Cm ⊕Kn.

Úloha 1.2. Spočtěte počet koster úplného grafu Kn za použit́ı věty o determinantu La-
placiánu.

Úloha 1.3. Spočtěte počet koster úplného bipartitńıho grafu Kn,m za použit́ı věty o
determinantu Laplaciánu.

Úloha 1.4. Spočtěte počet koster grafu, který vznikne slepeńım úplných graf̊u Kn a Km

přes společnou hranu.

1Informace o cvičeńı najdeš na kam.mff.cuni.cz/~marian/2122/KG1.



Úloha 1.5. Mějme matici A o rozměrech n × n takovou, že Ai,j = ij. Spočtěte dvěma
zp̊usoby součet všech jej́ıch prvk̊u a dokažte t́ım vzorec 13+23+· · ·+n3 = (1+2+· · ·+n)2.

Úloha 1.6. Rovnostranný trojúhelńık o straně délky n je vyplněný jednotkovou trojúhelńıčkovou
mř́ı̌zkou. Uzavřená lomená čára vede podél této mř́ı̌zky a každý vrchol mř́ı̌zky potká právě
jednou. Dokažte, že tato čára alespoň (n+ 1)-krát zahne do ostrého úhlu.
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Úlohy smı́te řešit samostatně či ve dvojici, sepsat úlohu však muśı každý samostatně.
Řešeńı prośım bud’ submitněte na sovičku (elektronicky), nebo doneste osobně na cvičeńı.
Pokud submitnete na Sovičku, máte šanci mı́t své řešeńı opraveno mnou ještě před
finálńım obodováńım. Jsou-li nějaké nejasnosti, problémy, můžu-li nějak pomoct, pǐste
na marian@kam.mff.cuni.cz.

Úloha 2.1. Mějme graf G na 2n ≥ 6 vrcholech, vzniklý z disjunktńıho sjednoceńı dvou
úplných graf̊u Kn, prvńıho na v1, . . . , vn a druhého na vn+1, . . . , v2n, přidáńım dvou hran
{v1, vn+1} a {v2, vn+2}. Určete počet koster grafu G. Kolik koster dostaneme pro n = 3?
[6]


	Počty koster
	Desátý domácí úkol - deadline 22.12.2021, 15:40

