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Úvod
Vývoj kvantových poč́ıtač̊u a algoritmů pro ně je téma, které je s námi již poměrně
dlouhou dobu (s přihlédnut́ım k tomu, co v informatice při jej́ım prudkém vývoji zna-
mená “dlouhá doba”). Stále ale neńı jasné, zda v budoucnu kvantové poč́ıtáńı vyspěje
do prakticky použitelných aplikaćı, nebo zda z̊ustane zaj́ımavou teoríı.

Zájem o kvantové algoritmy prudce vzrostl poté, co Peter Shor publikoval v roce 1994
algoritmus pro faktorizaci č́ısel, který by tento problém vyřešil v polynomiálně omezeném
čase a byl by tedy prakticky využitelný, pokud by existovaly prakticky využitelné kvan-
tové poč́ıtače (které ani letos dostupné nejsou a v informatických kruźıch dosud ani
neńı shoda na tom, zda někdy budou - přinejmenš́ım v podobě, na které by se Shor̊uv
algoritmus dal provozovat).

Problém faktorizace č́ısel totiž neńı jen nějaký odtažitý pojem z teorie č́ısel, který
zaj́ımá pár podiv́ın̊u, kteř́ı se této teorii věnuj́ı. Bezpečnost kryprografického protokolu
RSA, ze kterého vycháźı nyńı všudypř́ıtomná zabezpečená poč́ıtačová komunikace, je
založena na tom, že pokud je dáno č́ıslo n o stovkách cifer, které je součinem dvou
zhruba stejných prvoč́ısel p a q, neumı́me tyto faktory nalést dostatečně rychle ani za
pomoci největš́ıch současných poč́ıtač̊u.

Kvantové poč́ıtače by proto zcela změnily komunikaci pomoci poč́ıtač̊u (nutno uvést,
že už ted’ jsou známy kryptografické protokoly, které by byly bezpečné na kvantových
poč́ıtač́ıch = jou to kvantové algoritmy, které zat́ım provozovat nejdou).

Obecné povědomı́ o tom, co pojmy “kvantový poč́ıtač” a “kvantový algoritmus” je
poměrně malé, a to i na MFF UK nebo FIT ČVUT. Daj́ı se zde nalézt specializo-
vané přednášky na tato témata, ale obvykle pro velmi úzký okruh zájemc̊u v nejvyšš́ıch
ročńıćıch, nebo častěji až v doktorandském studiu. Mnoho student̊u (a mysĺım i peda-
gog̊u) má představu, že kvantový poč́ıtač by v zásadě poč́ıtal stejným zp̊usobem jako ty
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současné klasické poč́ıtače, ale mnohem rychleji (aniž by byla přesněǰśı představa o tom,
co to znamená “mnohem”).

Ćılem tohoto textu, který se vyvinul z přednášky o teorii složitosti na FIT ČVUT, je
ukázat, že matematický model, pro který jsou vytvářeny kvantové algoritmy, je zásadně
odlǐsný od von Neumannovského modelu poč́ıtače a naznačit, jak se tento model vyvi-
nul z kvantové teorie, která byla vytvořena začátkem minulého stolet́ı a dát student̊um
možnost aby si sami utvořili názor na to, zda kvantové poč́ıtače jsou budoucnost́ı infor-
matiky, nebo (z praktického hlediska) jen slepou uličkou.

Vysvětlit podrobně Shor̊uv algoritmus neńı jednoduché a tento text se o to ani nepo-
kouš́ı, ale směřuje k tomu, aby student pochopil základńı princip kvantových algoritmů na
př́ıkladu Simonova algoritmu, který se svým charakterem Shorovu dosti podobá. Základńı
text se snaž́ı vysvětlit princip matematického modelu kvantového poč́ıtače a je také na-
značeno, jak se problém faktorizace převede na hledáńı periody exponenciálńı funkce v
modulárńı aritmetice, což je problém, který Shor̊uv algoritmus řeš́ı.

V dodatku, který čtenář, zaj́ımaj́ıćı se jen o podstatu kvantových algoritmů č́ıst
nemuśı, je stručně popsán RSA kryptosystém a doplněn d̊ukaz lemmatu, už́ıvaného pro
převod faktorizace na hledáńı periody.

V dodatku je také popsán pravděpodobnostńı Rabin-Miller̊uv test prvoč́ıselnosti a
zp̊usob jeho použit́ı pro hledáńı velkých prvoč́ısel, která jsou potřeba pro RSA krypto-
systém.

Kvantový bit (qubit)
Pośıláme-li proud elektron̊u proti bariéře, ve které je velmi malý otvor, velikost́ı srov-
natelný s velikost́ı elektron̊u, a měř́ıme, jak se pohybuj́ı elektrony za bariérou, zjist́ı
se nepřekvapivý fakt, že většina elektron̊u se za otvorem pohybuje ve svém p̊uvodńım
směru. Jen málo elektron̊u se vydá jiným směrem (třeba jsou to ty, které narazily nebo
nějak interagovaly s okrajem otvoru). Ukazuje to křivka za st́ıńıtkem s detektory na
Obr. .

Jestliže se ale udělaj́ı otvory stejné velikosti dva, velmi bĺızko u sebe, pak by se dalo
čekat, že budou elektrony nezávisle na sobě procházet jedńım nebo druhým otvorem,
a na st́ıńıtku za bariérou se objev́ı dvě takřka úplně se překrývaj́ıćı maxima výskytu
elektron̊u.

Tak to ale ve skutečnosti nedopadne: na st́ıńıtku se objev́ı řada maxim ve směrech
podstatně odlǐsných od p̊uvodńıho směru elektron̊u od jejich zdroje k otvor̊um, viz Obr. .
Maxima jsou od sebe oddělena minimy, kam elektron̊u dopadá jen málo.

Jediný zp̊usob, jak si dovedeme vysvětlit toto podivné chováńı, je následuj́ıćı:
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Obrázek 1:

Obrázek 2:
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Obrázek 3:

elektron se po pr̊uchodu otvorem změńı ve vlněńı, které se š́ı̌ŕı všemi směry do prostoru
za bariérou; pokud jsou použity dva otvory, pak v r̊uzných směrech docháźı k interferenci
vln, které jsou proti sobě posunuty.

Přesněji řečeno, elektron se za dvoj́ı d́ırkou ve vlněńı nezměńı, on už před nimi vlněńım
také byl, ale tam dával popis jeho chováńı při klasickém pohledu, který ho vńımá jako
kuličku, nerozlǐsitelný od popisu, který nám v této primitivńı situaci dává zhruba sto
rok̊u stará vlnová teorie, ale za dvoud́ırkou s klasickou kuličkovou teoríı nevystač́ıme.
Elektron se tedy někdy chová ne jako kulička, ale jako vlněńı.

Na Obr. vid́ıme analýzu maxim a minim: štěrbiny jsou dvě, vzdálené o d a ve směru
udaném úhlem α je dráha vlny ze spodńı štěrbiny deľśı o d cosα. Pokud je tento rozd́ıl
rovný polovině délky vlny, spojené s elektronem, pak se maxima (resp. minima) vlny z
horńı štěrbiny setkávaj́ı s minimy (resp. maximy) vlny ze spodńı štěrbiny a navzájem
se ruš́ı - v takovém směru pak má složená vlna malou amplitudu a následkem toho v
tom směru dopadá málo elektron̊u. Pokud ale je délkový posun rovný délce vlny, pak se
maxima potkávaj́ı s maximy a minima s minimy, vlny se vzájemně zesiluj́ı a v takovém
směru pak se nacháźı jedno z vedleǰśıch maxim dopadu elektron̊u.

Podrobněji a v duchu kvantové teorie je to tak, že nelze na rozd́ıl od naš́ı běžné fy-
zikálńı intuice přesně určit, kde se elektron bude nacházet, ale intenzita vlny v daném
mı́stě (přesněji druhá mocnina jej́ı absolutńı hodnoty) udává pravděpodobnost, že elek-
tron, jehož chováńı vlna popisuje, se objev́ı zrovna v tom daném mı́stě.

Teprve když elektron̊u v daném pokusu běž́ı ohromná množstv́ı, pak statistické
zákony velkých č́ısel zp̊usob́ı, že počty elektron̊u dopadaj́ıćıch do r̊uzných mı́st na de-
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Obrázek 4:

tekčńım st́ıńıtku “zhmotńı”.
Tento jev se běžně použ́ıvá pro studium vlastnost́ı krystal̊u - jeden nebo dva otvory

pro pr̊uchod elektron̊u o pr̊uměru srovnatelném s pr̊uměrem elektronu pochopitelně vyro-
bit neumı́me, ale krystalová mř́ıžka, Obr. , se chová jako soustava pravidelně umı́stěných
otvor̊u vhodné velikosti. Vlnovou délku vlny souvisej́ıćı s elektronem už umı́me vypoč́ıtat
- podle rovnice, kterou objevil de Broglie, je rovna h/p, kde h je Planckova konstanta a
p je relativistická hybnost elektronu, která se obvykle snadno urč́ı z urychluj́ıćıho napět́ı
elektronu a pak můžeme na základě výše uvedené analýzy z difrakčńıho obrazce, jehož
typický př́ıklad je na Obr. , určovat rozměrové konstanty krystalu.

I když Einstein byl většinu života velkým odp̊urcem kvantové mechaniky, je ale přitom
jedńım z jej́ıch zakladatel̊u. V roce 1905 publikoval kromě článku, popisuj́ıćıho teorii
relativity, také článek vysvětluj́ıćı fotoefekt: p̊usob́ı-li se na některé materiály elektro-
magnetickým vlněńım (např. světlem), z materiálu vyskakuj́ı elektrony. Zjistilo se ale,
že nezáviśı př́ılǐs na intenzitě vlněńı - je-li jeho vlnová délka př́ılǐs dlouhá, elektrony se
materiálu nevyraźı ani při extrémně velké intenzitě zářeńı, zat́ımco světlo o krátké vlnové
délce emituje elektrony již při velmi malých intenzitách.

Einstein foto efekt vysvětlil t́ım, že na elektromagnetické vlny se d́ıval ne jako na
vlněńı, ale jako na kuličky, jejichž energie záviśı na vlnové délce světla. Č́ım je vlnová
délka kratš́ı, t́ım maj́ı kuličky světla (fotony) větš́ı energii. Bez ohledu na to, kolik kuliček
je, muśı každá z nich mı́t alespoň jistou minimálńı energii, aby mohla z materiálu vyrazit
elektron. Světlo se tedy někdy nechová jako vlněńı, ale jako proud kuliček.

Dohromady z toho postupně vyplynulo, že v kvantové mechanice má vše duálńı po-
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Obrázek 5:

dobu - částice jsou asociovány s vlnovou funkćı. Dosud nepanuje shoda o tom, zda vlnová
funkce je něco, co reálně existuje a nebo je to jen naše matematická pomůcka, s jej́ıž
pomoćı jsme schopni dopředu vypoč́ıtat pr̊uběh r̊uzných fyzikálńıch jev̊u na kvantové
úrovni. Ale bez vlnové funkce řadu fyzikálńıch jev̊u nejsme schopni vysvětlit, zat́ımco s
ńı jsou naše předpovědi podivuhodně přesné.

Je to tak, že pokud chceme popsat chováńı nějaké částice (foton, elektron,...), rov-
nice kvantové mechaniky nám v konkrétńı situaci urč́ı vlnovou funkci, která pak udává
pravděpodobnost, že se částice vyskytuje v určitém mı́stě, nebo má určitou hybnost, a
pod. (Přesněji řečeno, pravděpodobnosti udává druhá mocnina absolutńı hodnoty vlnové
funkce). Zaj́ımavé je, že abychom byli schopni vlnovou funkćı kvantové jevy dobře popsat,
muśıme připustit, že to je funkce s komplexńımi hodnotami; může tedy nabývat kromě
kladných i záporné hodnoty, ale také hodnoty čistě imaginárńı, či obecné komplexńı.

Vlnová funkce, popisuj́ıćı nějakou částici, se vypočte naprosto přesně; vlastnosti
částice, které se týká, však vlnová funkce neurčuje jednoznačně - obecně se např. částice
na základě výpočtu může vyskytovat v mnoha možných polohách a z vlnové funkce
vyčteme jen pravděpodobnosti, kde se částice může nacházet. Že se nám pak okolńı svět
jev́ı dokonale deterministický, vyplývá až ze statistického zákona velkých č́ısel, nebot’
jev̊u na naši úrovni pozorováńı se účastńı daleko v́ıce než miliardy kvantově se cho-
vaj́ıćıch částic.
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V kvantové mechanice neplat́ı to, na co jsme z běžného života zvykĺı - že můžeme
fyzikálńı objekty pozorovat, aniž bychom je t́ım nějak ovlivňovali. Abychom např. mohli
elektron vidět, musel by k nám vyslat alespoň jeden foton - a to by bylo již velké
ovlivněńı situace. Stručně řečeno, jak např́ıklad urč́ıme přesně polohu částice, popsané
pravděpodobnostně vlnovou funkćı, ovlivńıme t́ım systém tak, že vlnová funkce, představuj́ıćı
předpokládané chováńı systému v nepř́ıtomnosti interakce s okoĺım, přestane udávat
pravděpodobnosti výskytu částice pro r̊uzná mı́sta prostoru a částice ke již lokalizována
v jediném mı́stě - tam, kde byla nalezena.

Zjednodušeńım výše popsaného se dostáváme k pojmu kvantový bit - anglický název
quantum bit se obvykle zkracuje na qubit. Je to částice nebo jiný objekt, podléhaj́ıćı
zákonitostem kvantové mechaniky, který se může vyskytovat v jednom ze dvou jasně
odlǐsených stav̊u (nebo obecněji vlastnost může nabývat hodnot ze dvou jasně odlǐsených
disjunktńıch množin stav̊u).

Př́ıkladem může být elektron - u elektronu pozorujeme tak zvaný spin, jev, který
vyvolává podobnou elektromagnetickou odezvu, jako když se elektricky nabité makro-
skopické těleso otáč́ı. U elektronu je jeho “rychlost otáčeńı” stálá, ale elektron se může
“otáčet” ve směru nebo proti směru hodinových ručiček. Spin elektronu tedy může
nabývat dvou hodnot, které se označuj́ı +1/2 a -1/2 a lze je použ́ıt jako možných hodnot
kvantového bitu.

Je řada daľśıch konfiguraćı, podléhaj́ıćıch zákonitostem kvantové mechaniky a použitelných
pro uchováńı jednoho bitu informace (fotony, ionty,...). Pot́ıž je, že fotony neńı možné
udržet na jednom mı́stě, elektrony jsou také velmi čilé, ionty je sice např́ıklad možné
uvěznit v mř́ıžce vhodného krystalu, ale v posledńı době se zdá, že se k reprezentaci qu-
bitu bude výhodné použ́ıvat smyček vodiče ze supravodivého materiálu mikroskopických
velikost́ı.

Při teplotě, při které je materiál smyčky supravodivý (obvykle jen několik stupň̊u
Kelvina), takovou smyčkou může ob́ıhat elektrický proud, aniž bychom jej museli nějak
popohánět a aniž by se jeho velikost s časem zmenšovala, jako tomu je v př́ıpadě smyčky
z vodiče, který má ohmický odpor. A do smyčky může být elektrický proud naindukován
tak, aby ob́ıhal ve směru nebo proti směru hodinových ručiček, což opět dává možnost
zakódovat jeden bit informace. Výhodou je, že takové smyčky mohou být výhodně fi-
xovány na pevný substrát a proto se s nimi dobře pracuje.

Po abstrakci od konkrétńı fyzikálńı implementace jsou hodnoty qubitu z historických
d̊uvod̊u obvykle zapisovány jako |0〉 a |1〉.

Jak již bylo naznačeno, kvantový systém je obecně popsán vlnovou funkćı (nebo
funkcemi), ze kterých teprve odvozujeme pravděpodobnosti, s jakou nastávaj́ı konkrétńı
situace (např́ıklad lokalizace uvažované částice v jistém mı́stě).
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Qubit (kvantový bit) proto pro nás bude výraz

α|0〉+ β|1〉, kde α a β jsou komplexńı č́ısla taková, že |α|2 + |β|2 = 1

a |α|2 a |β|2 budou pravděpodobnosti, že popisovaný qubit má hodnotu |0〉, respektive
|1〉.

S kvantovým bitem bude možno provádět kvantové operace, které budou spoč́ıvat v
jistým zp̊usobem prováděných změnách hodnot α a β. Po celou dobu práce s kvantovým
bitem ale nebudeme mı́t žádnou informaci o jeho skutečné hodnotě.

Až na konci výpočtu (nebo přesněji na konci použ́ıváńı daného kvantového bitu,
což může být i daleko před koncem celého výpočtu) jeho hodnotu změř́ıme. Jak bylo
uvedeno, hodnoty |α|2 a |β|2 v okamžiku měřeńı qubitu dávaj́ı výše uvedeným zp̊usobem
pravděpodobnosti, že tento kvantový bit po změřeńı dá hodnotu |0〉 nebo |1〉. Změřeńım
qubitu pozbudou hodnoty α a β svého významu, s qubitem už nebude možné pracovat
tak, jako tomu bylo před změřeńım.

Tak např́ıklad qubity
1√
2
|0〉+ 1√

2
|1〉, 1√

2
|0〉 − 1√

2
|1〉, 1√

2
|0〉+ i

1√
2
|1〉, 1√

2
|0〉 − i 1√

2
|1〉

jsou všechny ekvivalentńı v tom smyslu, že po jejich změřeńı lze se stejnou pravděpodobnost́ı
(rovnou 1/2) očekávat i hodnotu |0〉 i hodnotu |1〉.

To ale neznamená, že by tyto qubity byly ekvivalentńı. Pokud bychom na ně aplikovali
nějakou kvantovou operaci (např́ıklad otočeńı o malý úhel, viz dále) a teprve potom je
změřili, pravděpodobnosti hodnot |0〉 už pro ně budou odlǐsné |1〉, a to obecně pro každý
z nich jinak. Z tohoto d̊uvodu potřebujeme mı́t kvantový bit popsán tak, jak to bylo
uvedeno výše, abychom byli schopni popsat chováńı skutečných kvantových objekt̊u.

Jiným často použ́ıvaným qubitem je výraz

sin θ|[〉0] + cos θ|1〉,

který splňuje qubitou podmı́nku, protože je známo, že sinθ + cos2 θ = 1. U něj už
pravěpodobnosti hodnot |0〉 a |1〉 jsou obecně r̊uzné a závisej́ı na hodnotě θ.

Jen ještě jedna formálńı dohoda - uváděńı hodnot α a β v takovém tvaru, aby platilo
|α|2 + |β|2 = 1 je někdy velmi únavné - viz vzorce uvedené výše jako př́ıklady qubit̊u,
které jsou “zamořeny” odmocninou z 1/2. Proto budeme v daľśım psát qubity často ve
tvaru α|0〉+ β|1〉, kde α a β nesplňuj́ı podmı́nku |α|2 + |β|2 = 1 s t́ım, že budeme vědět,
že zápis (tedy α a β) je nutno ještě vydělit č́ıslem

√
|α|2 + |β|2, abychom dostali korektně

zapsaný qubit.
Např́ıklad výše uvedené př́ıklady qubit̊u tedy budeme psát prostě jako

|0〉+ |1〉, |0〉 − |1〉, |0〉+ i|1〉, |0〉 − i|1〉.
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Kvantové operace s qubitem
Zat́ım jsme mluvili jen o jednom qubitu a proto se omeźıme na operace s jedńım qubitem;
pro účely tohoto textu to bude dostatečné. Kvantovou operaci budeme definovat tak, že
poṕı̌seme, kam se zobraźı hodnoty |0〉 a |1〉, a pak toto zobrazeńı lineárně doplńıme pro
libovolný stav qubitu.

Pro popis kvantové operace Φ tedy potřebujeme čtyři č́ısla Ai,j, kde i, j = 0, 1 taková,
že |Ai,0|2 + |Ai,1|2 = 1 pro 0, 1 a definujme

Φ(|0〉) = A0,0|0〉+ A0,1|1〉,

Φ(|1〉) = A1,0|0〉+ A1,1|1〉.

Pro jednoduchost budeme opět použ́ıvat při zápisu č́ısla Ai,j, která nesplňuj́ıćı výše
uvedené podmı́nky, mlčky předpokládaj́ıce, že si je čtenář vyděĺı odpov́ıdaj́ıćımi hodno-
tami

√
|Ai,0|2 + |Ai,1|2

Lineárńım rozš́ı̌reńım mı́ńıme, že

Φ(α|0〉+β|1〉) = α(A0,0|0〉+A0,1|1〉)+β(A1,0|0〉+A1,1|1〉) = (αA0,0+βA1,0)|0〉+(αA0,1+βA1,1)|1〉.

V daľśım budeme potřebovat jen dvě z větš́ıho množstv́ı kvantových operaćı:
Otočeńı Pro jistou komplexńı hodnotu θ položme

Φ(|0〉) = cos(θ)|0〉 − sin(θ)|1〉,

Φ(|1〉) = sin(θ)|0〉+ cos(θ)|1〉.

Je zřejmé, že operace je v normovaném tvaru, jej́ı název se odkazuje do geometrie
roviny, kde podobný vzorec popisuje transformaci souřadnic bod̊u roviny při jej́ım otočeńı
o úhel θ se středem otáčeńı v počátku souřadnic.
Hadamardova transformace

Φ(|0〉) = |0〉+ |1〉,

Φ(|1〉) = |0〉 − |1〉.

Jedná se o velmi jednoduchou, ale také velmi užitečnou transformaci (je potřeba jej́ı
koeficienty zanormovat na ±1/

√
2).
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Entanglement
Anglický výraz entanglement se do češtiny se překládá nejčastěji jako provázanost. Zna-
mená, že dva kvantové bity maj́ı své stavy jistým zp̊usobem koordinované. Matematicky
to pro př́ıpad dvou provázaných qubit̊u poṕı̌seme tak, že jejich společný stav je popsán
jako

α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉,

kde α, β, γ a δ jsou čtyři komplexńı č́ısla taková, že |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1. Výraz
|ij〉 znamená, že prvńı bit má hodnotu i a druhý hodnotu j, je to tedy zkratka za |i〉|j〉.
Nemuśı ale platit žádné daľśı podmı́nky.

Jeden z extrémńıch př́ıpad̊u, který je mimořádně zaj́ımavý a přitom jednoduchý a v
kvantovém poč́ıtáńı hojně použ́ıvaný, je stav

1√
2

(|00〉+ |11〉).

Tento stav znamená, že změř́ıme-li hodnotu jednoho z bit̊u, můžeme dostaneme se
stejnými pravděpodobnostmi |0〉 i |1〉, ale pokud pak změř́ıme hodnotu druhého bitu,
provázanost zajist́ı, že naměř́ıme vždy stejnou hodnotu jako u prvého bitu.

Obecně u stavu dvojice provázaných qubit̊u jestliže naměř́ıme u prvńıho (levého)
qubitu hodnotu |0〉, pak druhý qubit se bude chovat, jako by měl stav α|0〉+β|1〉 (nutno
zanormovat) a jestliže naměř́ıme u prvńıho qubitu hodnotu |1〉, pak druhý qubit se bude
chovat, jako by měl stav γ|0〉+δ|1〉 (také nutno zanormovat), obdobně pokud byl nejdř́ıve
změřen druhý qubit.

Pozoruhodné je, že dosáhneme-li u dvou qubit̊u provázanosti, můžeme je od sebe
dosti daleko vzdálit a jejich provázanost trvá a jej́ı trváńı se zdá být časově neomezené,
nedojde-li k závažnému ovlivněńı dvojice z vněǰsku. Kvantovou provázanost se již podařilo
prokázat i na vzdálenost přes 1000 km a nezdá se, že by podobná vzdálenost byla nějakým
principiálńım zp̊usobem omezena.

Provázanost qubit̊u je naprosto základńı prvek, na kterém jsou založeny všechny
netriviálńı kvantové algoritmy. Mechanismy, který ke vzniku provázanosti vedou, nejsou
dosud dobře známy, takže podle mne nejsou všechny postupy a př́ıstupy, použ́ıvané v
teorii kvantových algoritmů, dosud zcela experimentálně ověřeny.

Albert Einstein měl v̊uči kvantové mechanice velké výhrady a možnost provázanosti
považoval za absurdńı, protože kdyby se dvě provázané částice dostatečně vzdálily a
pak současně změřily (nebo změřily s odstupem kratš́ım, než doba, kterou by světlo
potřebovalo na překonáńı vzdálenosti mezi částicemi), znamenalo by to, že koordinace
mezi změřenými hodnotami částic by proběhla větš́ı rychlost́ı, než je rychlost světla, což
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pro Einsteina byla největš́ı rychlost, kterou se ve vesmı́ru může pohybovat cokoli, tedy i
informace o hodnotě, kterou poskytlo změřeńı jedné z částic.

Proto Albert Einstein a jeho kolegové z Princetonu, Boris Podolsky a Nathan Rosen,
navrhli experiment, nazývaný podle jejich jmen EPR experiment, který měl možnost
provázáńı popř́ıt. Experiment je založen na následuj́ıćı hře:

Dvě osoby, pojmenované zp̊usobem v teoretické informatice obvyklým jako Alice a
Bob, hraj́ı proti Věře (verifikátor). Věra vygeneruje náhodné bity x a y, pošle x Alici a
y Bobovi. Alice pošle Věře bit a, Bob pošle Věře bit b. Alice s Bobem vyhráli, jestliže
a⊕ b = x∧ y (to znamená, že pokud x = y = 1, pak Alice a Bob muśı poslat r̊uzné bity,
ve zbývaj́ıćıch 3 př́ıpadech muśı poslat bity stejné).

Pokud se Alice s Bobem mohou domluvit, pak je pro ně snadné vždy vyhrát. Např́ıklad
Alice vždy bude pośılat 0 a Bob hodnotu x ∧ y (k čemuž muśı vědět, jaký bit poslala
Věra Alici).

Pokud se Alice a Bobem nedomlouvaj́ı a pokud Věra generuje bity x a y opravdu
náhodně, pak Alice s Bobem mohou vyhrávat s pravděpodobnost́ı 3/4, třeba tak, že
oba budou vždy pośılat bit 0 (a tedy prohraj́ı jen když x = y = 1, což se stane s
pravděpodobnost́ı 1/4.

Snadno se ale dokáže, že pokud se Alice s Bobem nemohou domluvit, pak s větš́ı
pravděpodobnost́ı než 3/4 vyhrávat nemohou. Alice má totiž jen 4 možné deterministické
strategie: vždy pośılat 0 nebo 1, vracet vždy x nebo vždy vracet negaci x, obdobně pro
Boba. Př́ımočarým probráńım všech 16 možnost́ı strategie Alice a Boba se ukáže, že
vždy v alespoň jedné ze 4 možnost́ı pro x a y Alice s Bobem prohraj́ı. Pokud budou pro
každou hru Alice i Bob svou strategii vyb́ırat náhodně, nepomůže jim to, protože pro
každé kolo hry vyberou náhodně jednu z 16 možných dvojic deterministických strategíı.

EPR experiment je pak možno provést např́ıklad takto, viz Obr. : Postavte Alici a
Boba 300 km od sebe, Věru mezi ně. Své zprávy si zaśılaj́ı světelným signálem a Věra
požaduje odpovědi do 1,5 milisekundy poté, co odeslala x a y. Jelikož za 1 ms světlo
uraźı asi 300 km, maj́ı Alice a Bob ještě 0,5 ms k dobru na vypracováńı své odpovědi
(takže ji nebudou provádět sami, ale svěř́ı to elektronice, pro kterou je to docela dlouhá
doba), ale nemaj́ı čas na to, aby přijali signál od Věry, poslali jeden druhému info a pak
poslali odpověd’ Věře. A Einstein s kolegy vyzvali: tak si zkuste v této situaci využ́ıt
provázanosti částic k tomu, aby Alice s Bobem vyhrávali s pravděpodobnost́ı větš́ı než
3/4 (t.zn. aby využili provázanost k nějaké formě koordinace svých postup̊u).

A několik let poté, co Einstein zemřel se to opravdu povedlo. Ukážeme nyńı, jak se
to dá provést. Alice s Bobem si připrav́ı pro každou hru dvojici provázaných qubit̊u ve
stavu

|00〉+ |11〉
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Obrázek 6:

(nutno zanormovat). Prováž́ı je třeba někde pobĺıž Věry a pak si je odvezou do svých
herńıch pozic a čekaj́ı na bity od Věry. Pak hraj́ı takto

• jestliže Alice dostane od Věry bit 1, provede na sv̊uj qubit operaci otočeńı o 22,5
stupň̊u, neboli o π/8 (viz výše), dostane-li 0 nechá sv̊uj qubit beze změny.

• jestliže Bob dostane od Věry bit 1, provede na sv̊uj qubit operaci otočeńı o -22,5
stupň̊u, neboli o −π/8 (viz výše) - tedy o stejný úhel, ale v opačném směru než
Alice, dostane-li 0 nechá sv̊uj qubit beze změny.

• pak oba své bity změř́ı a výsledek měřeńı odešlou Věře.

Myšlenka tohoto postupu je následuj́ıćı:

• pokud dostanou Alice i Bob bit 0, nechaj́ı své provázané částice v p̊uvodńım stavu,
takže změřeńım dostanou stejné hodnoty - tak jak je potřeba;

• pokud dostanou Alice a Bob r̊uzné bity, jeden z nich stav svého qubitu změńı,
druhý ne. To vede k tomu, že občas odpov́ı r̊uzně - tedy špatně - ale nebude se to
stávat často;

• pokud pokud dostanou Alice i Bob bit 1, otoč́ı stavy svých qubit̊u opačnými směry
a daleko častěji se bude stávat, že změřeńım dostanou r̊uzné hodnoty - tedy tak,
jak je to v této situaci potřeba.
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Volba úhlu je zd̊uvodněna takto (viz následuj́ıćı výpočet): pošle-li Věra x = y = 1,
bude rozd́ıl natočeńı qubit̊u Alice a Boba 45 stupň̊u a s výhodou užijeme toho, že pro
tento úhel maj́ı sinus a kosinus stejné hodnoty.

Takže nyńı propoč́ıtáme, že provedené operace opravdu vedou k v́ıtězstv́ı s větš́ı
pravděpodobnost́ı, než jsou 3/4:

Př́ıpad x = y = 0 je zřejmý, Alice i Bob zaručeně odešlou stejný bit, jsa koordinováńı
nezměněným párem qubit̊u |00〉+ |11〉.

Pokud Alice dostane 0 a Bob 1, pak jejich provázané qubity přejdou (viz definice
operace otočeńı qubitu, uvedená výše) do stavu

cos(π/8)|00〉 − sin(π/8)|01〉+ sin(π/8)|10〉+ cos(π/8)|11〉.

Jestliže Alice změř́ı na svém qubitu hodnotu 0, stav dvojice qubit̊u zdegeneruje na
cos(π/8)|00〉− sin(π/8)|01〉, tedy pravděpodobnost, že Bob naměř́ı stejnou hodnotu jako
Alice je cos2(π/8). Podobně je tomu i když Alice naměř́ı 1, protože pak stav dvojice dege-
neruje na sin(π/8)|10〉+cos(π/8)|11〉. Stejně tak i pokud dostane Alice 1 a Bob 0, dokáže
se obdobně, že pravděpodobnost, že oba odešlou stejnou hodnotu je zase cos2(π/8).

Nakonec pokud Alice i Bob dostanou 1, bude po provedených rotaćıch opačnými
směry stav dvojice qubit̊u

[cos(π/8)|0〉 − sin(π/8)|1〉][cos(π/8)|0〉+ sin(π/8)|1〉]+

+[sin(π/8)|0〉+ cos(π/8)|1〉][− sin(π/8)|0〉+ cos(π/8)|1〉] =

= (cos2(π/8)|00〉+ cos(π/8) sin(π/8)|01〉 − sin(π/8) cos(π/8)|10〉 − sin2(π/8)|11〉+

+(− sin2(π/8)|00〉+ sin(π/8) cos(π/8)|01〉 − cos(π/8) sin(π/8)|10〉+ cos2(π/8)|11〉) =

= (cos2(π/8)− sin2(π/8))|00〉+ 2 cos(π/8) sin(π/8)|01〉−

−2 sin(π/8) cos(π/8)|10〉+ (cos2(π/8)− sin2(π/8))|00〉 =

= cos(π/4)|00〉+ sin(π/4)|01〉 − sin(π/4)|10〉+ cos(π/4)|11〉,

protože je známo, že cos(2α) = cos2(α)− sin2(α) a sin(2α) = 2 sin(α) cos(α).
Protože ale sinus i kosinus úhlu 45 stupň̊u, neboli π/4, jsou stejné, dostáváme, že

všechny koeficienty stavu maj́ı stejnou absolutńı hodnotu, takže pravděpodobnosti všech
čtyř možnost́ı jsou stejné a proto budou Alice a Bob odpov́ıdat r̊uzně (tedy vyhrávaj́ıćım
zp̊usobem) s pravděpodobnost́ı 1/2, a stejně (tedy prohrávaj́ıćım zp̊usobem), také s
pravděpodobnost́ı 1/2).
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Jelikož každá kombinace bit̊u x a y nastává s pravděpodobnost́ı 1/4, pak protože
cos2(π/8) ≥ 0, 85, bude celková pravděpodobnost výhry Alice a Boba nad Věrou rovna

1
4 + 1

2 cos2(π/8) + 1
4

1
2 ≥ 0, 25 + 0, 425 + 0, 125 = 0, 8,

tedy větš́ı než 3/4=0,75.

Kvantový registr
Výrazem kvantový registr rozumı́me libovolné množstv́ı navzájem provázaných qubit̊u.
Pokud je jich n, potřebujeme k popisu jejich stav̊u celkově 2n č́ıselAb1b2...bn , kde b1, . . . , bn =
0, 1. Stav je pak popsán jako ∑

b1...bn=0,1
Ab1b2...bn|b1 . . . bn〉.

Představme si např́ıklad uniformńı stav kvantového registru s n bity, což je stav, kdy
všechny koeficienty Ab1b2...bn jsou stejné (a tedy muśı být rovné 2−n/2 aby součet jejich
druhých mocnin dal 1). Před změřeńım hodnot qubit̊u v registru tedy stav registru v sobě
zahrnuje všechny potenciálńı konečné hodnoty |b1 . . . bn〉, kterých je ohromné množstv́ı
(konkrétně 2n).

Uniformńı stav kvantového registru je často použ́ıvaný výchoźı stav pro kvantový
algoritmus. Je ho možné dostat snadno z ještě jednodušš́ıho nulového stavu |00 . . . 0〉 (to
je ten, ve kterém bychoms určitost́ı - tedy s pravděpodobnost́ı 1 - naměřili pro každý qubit
registru hodnotu |0〉 ) tak, že na každý qubit registru aplikujeme nezávisle Hadamardovu
transformaci, protože ta hodnotu |0〉 převád́ı (viz výše) do |0〉+ |1〉, tedy do uniformńıho
stavu.

Faktorizace
Jak již bylo uvedeno, hlavńı d̊uvod, proč je kvantovému poč́ıtáńı věnována taková pozor-
nost a tolik finančńıch prostředk̊u, je Shor̊uv algoritmus z roku 1994, pomoćı kterého by
kvantový poč́ıtač rozumné velikosti uměl provést faktorizaci i obrovských č́ısel ve velmi
krátké době, což by to znamenalo totálńı prolomeńı RSA šifry. Dodejme k tomu jen,
že dnes, po 27 letech od Shorova objevu, máme stále k dispozici jen kvantové poč́ıtače
velmi “nerozumné” velikosti, kterými by se podařilo možná faktorizovat jen č́ısla, jejichž
klasická faktorizace neńı problém. Přesto je ale Shor̊uv výsledek stále hlavńım hnaćım
motorem kvantového poč́ıtáńı.
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Shor̊uv algoritmus ve skutečnosti nehledá faktory č́ısle n = pq, ale řeš́ı jiný problém,
který s faktorizaćı složeného č́ısla má na prvńı pohled jen málo co společného:

Necht’ jsou dána celá kladná č́ısla n a a, kde a < n. Uvažujme celoč́ıselnou funkci
φ(x) ≡ ax mod n. Řád č́ısla a vzhledem k n je nejmenš́ı celé kladné č́ıslo r takové, že
ar ≡ 1 mod n.

Uváž́ıme-li, že φ(0) ≡ a0 = 1, znamená to, že řád je periodou funkce φ, protože se
snadno ukáže, že pro každé x je, poč́ıtáno modulo n,

φ(x+ r) ≡ ax+r = axar ≡ ax · 1 = ax ≡ φ(x)

a ukáže se také snadno, že

φ(x) = φ(y) právě tehdy, když x− y je násobkem periody r (P )

Jak se ale znalost určováńı řádu/periody dá využ́ıt k faktorizaci složeného č́ısla? Je
zřejmé, že k nalezeńı všech prvočinitel̊u složeného č́ısla n stač́ı umět nalézt netriviálńıho
(ale ne nutně prvoč́ıselného) dělitele d (netriviálńı znamená 1 < d < n) nebo zjistit, že
neexistuje, protože pak opakujeme stejný postup hledáńı netriviálńıch dělitel̊u na d a
n/d tak dlouho, až dostaneme samotná prvoč́ısla.

K nalezeńı dělitele stač́ı nalézt nějaké celé č́ıslo m < n takové, že gcd(m,n) > 1 (kde
použ́ıvám anglickou zkratku “gcd” - greatest common divisor - pro označeńı největš́ıho
společného dělitele): známe-li n i m, pak určit gcd(m,n) (třeba Euklidovým algoritmem)
je snadné a tento gcd(m,n) je náš hledaný netriviálńı dělitel d.

Než se pust́ıme do daľśıho výkladu, připomenu, že malá Fermatova věta ř́ıká, že je-li p
prvoč́ıslo, pak ap−1 ≡ 1 mod n pro každé celé č́ıslo a, 1 < a < p. A v dodatku o testováńı
prvoč́ıselnosti je dokázáno, že pokud pro nějaké celé č́ıslo s plat́ı, že s2 ≡ 1 mod p, pak
prvoč́ıselnost p implikuje, že s muśı být rovno 1 nebo -1 modulo p.

Nyńı uvedu dvě lemmata, která ukazuj́ı, jak algoritmus pro výpočet řádu/periody
využ́ıt k faktorizaci. Budu přitom předpokládat, že n je součinem dvou neznámých
prvoč́ısel p a q (tak jak je to u RSA šifrováńı); d̊ukaz pro obecné složené n je velmi
podobný, ale nepřehledněǰśı a tak si ho odpust́ım.

Lemma 1 Jestlǐze s2 ≡ 1 mod n, ale s neńı ani +1 ani -1 modulo n, pak plat́ı, že
gcd(s− 1, n) > 1.

Proof Rovnost s2 ≡ 1 mod n znamená, že s2 − 1 = (s + 1)(s − 1) ≡ 0 mod n, neboli
(s + 1)(s − 1) je dělitelné č́ıslem n. Pokud ale s neńı ani +1 ani -1 modulo n, znamená
to, že ani (s − 1) ani (s + 1) nejsou 0 modulo n, tedy ani jedno z nich neńı č́ıslem n
dělitelné. To je možné jen tak, že jeden z prvočinitel̊u p a q č́ısla n děĺı (s − 1) (ale ne
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(s + 1)) a druhý děĺı (s + 1) (ale ne (s − 1)). Pak ale gcd(s − 1, n) vycháźı roven tomu
prvočiniteli, který děĺı (s− 1). ♣

A nyńı lemma podstatně složitěǰśı, jeho d̊ukaz je uveden pro úplnost v dodatku, ale
zde bude jen naznačena hlavńı myšlenka d̊ukazu:

Lemma 2 Necht’ n je složené č́ıslo a uvažujme množinu M = {x ∈ {2, 3, . . . , n −
1}|gcd(x, n) = 1}. Pak alespoň jedna čtvrtina prvk̊u x množiny M je takových, že řád r
č́ısla x vzhledem k n je sudý a xr/2 6≡ +1 mod n a xr/2 6≡ −1 mod n.

Proof Poč́ıtáme-li modulo n = pq, pak je vhodné mı́sto každého č́ısla a v rozmeźı 0 <=
a < n uvažovat dvojici a mod p, a mod q, protože tento vztah je vzájemně jednoznačný.
Je-li r řád č́ısla a a je sudý, pak ar/2 je +1 nebo -1 modulo p a ukáže se, že jsou ty
možnosti stejně pravděpodobné, podobně i modulo q. Jestliže ale jedno z č́ısel ar/2 mod p
a ar/2 mod q je +1 a druhé je -1, pak ar/2 mod n neńı ani +1 ani -1. A také se ukáže, že
řád č́ısla a je sudý asi v polovině př́ıpad̊u. ♣

Použit́ı obou lemmat pro faktorizaci daného složeného č́ısla n je snadné. Náhodně
volme celá č́ısla x v rozmeźı 1 < x < n. Pokud tref́ıme x takové, že gcd(x, n) > 1,
máme vyhráno, tento největš́ı společný dělitel je netriviálńım dělitelem č́ısla n, viz lemma
uvedené výše. V opačném př́ıpadě je x ∈M a druhé lemma ř́ıká, že s pravděpodobnost́ı
alespoň 1/4 plat́ı, že řád r č́ısla x vzhledem k n je sudý a č́ıslo s = xr/2 neńı ani +1
ani -1 modulo n. Pokud řád r umı́me vypoč́ıst, pak prvńı lemma nám dá netriviálńıho
dělitele č́ısla n.

Simon̊uv algoritmus
Jak bylo ukázáno v předchoźı kapitole, pro faktorizaci složených č́ısel (a t́ım i pro roz-
lomeńı RSA šifrovaćıho systému) by bylo dostatečné umět efektivně řešit následuj́ıćı
problém:

Je dána funkce φ, jej́ıž hodnoty je snadné poč́ıtat a plat́ı pro ni, že existuje r (perioda
funkce φ) takové, že φ(x) = φ(y) právě tehdy, když r děĺı rozd́ıl x− y. Nalezněte r.

Pro funkci φ(x) = ax mod n se problém dá účinně řešit na hypotetickém kvantovém
poč́ıtači Shorovým algoritmem.

Shor̊uv algoritmus je ale dost složitý - využ́ıvá netriviálńım zp̊usobem diskrétńı Fou-
rierovu transformaci implementovanou na kvantovém poč́ıtači (patrně v́ıte, že Fourierovo
spektrum funkce záviśı na jej́ı periodě, což je myšlenka, na které je Shor̊uv algoritmus
založen). Proto mı́sto něj poṕı̌seme daleko jednodušš́ı Simon̊uv algoritmus, který řeš́ı
problém, který se dá formulovat velmi podobně jako problém hledáńı periody funkce.
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Podobnost neńı jen formálńı, základńı koncepce Simonova a Shorova algoritmu jsou po-
dobné, takže znalost Simonova algoritmu Vám umožńı učinit si představu o i tom, jak
asi pracuje Shor̊uv algoritmus, nejznáměǰśı výpočetńı zp̊usob v teoretickém kvantovém
poč́ıtáńı.

Problém, který je řešen Simonovým algoritmem je následuj́ıćı:
Problém: Je dáno celé kladné č́ıslo n a funkce ψ : {0, 1}n → {0, 1}n, jej́ıž hodnoty je
snadné poč́ıtat a plat́ı pro ni, že existuje n-tice bit̊u a taková, že

ψ(x) = ψ(y) právě tehdy, když x = y nebo x⊕ y = a.

Nalezněte n-tici a.
Podrobněji rozepsáno podmı́nka ř́ıká, že existuj́ı bity a1, a2, . . . , an takové, že

ψ(x1, x2, . . . , xn) = ψ(y1, y2, . . . , yn)

plat́ı právě když posloupnosti (x1, x2, . . . , xn) a (y1, y2, . . . , yn) jsou si rovny nebo

xi ⊕ yi = ai pro všechny i = 1, 2, . . . , n.

Předpoklad, že “hodnoty ψ je snadné poč́ıtat” je dosti mlhavý, ale je možné ho
bĺıže precizovat tak, že se jedná o funkci, kterou lze určit pomoćı krátké posloupnosti
základńıch aritmetických operaćı, jako je sč́ıtáńı a násobeńı a logických operaćı, jako je
negace, konjunkce nebo disjunkce (Shorova funkce φ(x) = ax mod n tento předpoklad
očividně splňuje).

Základńı koncepce Simonova algoritmu je následuj́ıćı: vytvoř́ıme kvantový registr,
který bude mı́t 2k qubit̊u u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn (plus pomocné qubity pro výpočet
funkce ψ), které budou na počátku provázány tak, že
qubity u1, u2, . . . , un jsou v uniformńım stavu (např́ıklad transformovány z nulového
stavu Hadamardovou transformaćı, viz výše), a
pro i = 1, 2, . . . , n jsou qubity ui a vi provázány tak, že jsou si rovny.

Přesněji řečeno, kvantový registr je ve stavu

1
2n/2

∑
b1...bn=0,1

|b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn〉.

Kvantový registr je tedy inicializován tak, že prvńıch n qubit̊u je v uniformńım stavu
a daľśıch n qubit̊u jsou vlastně jejich kopie.

Základńı dva kroky Simonova algoritmu jsou následuj́ıćı:
1. Na qubity v1, v2, . . . , vn aplikujeme funkci ψ. Podrobněji řečeno přejdeme do stavu
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|x1, . . . , xns1, . . . , sn〉,

kde (s1, . . . , sn) = ψ( (x1, . . . , xn) ).
2. Změř́ıme n pravých qubit̊u kvantového registru (tedy ty, na které byla aplikována

funkce ψ).
Kdybychom změřili pravou polovinu qubit̊u hned na začátku, zdegenerovala by levá

polovina na superpozici těch jej́ıch stav̊u, které jsou v souladu s pravou polovinou - tedy
na jediný stav, rovný tomu, co bylo naměřeno napravo.

Po provedeńı kroku 1 to ale bude tak, že levá polovina qubit̊u zdegeneruje na uni-
formńı superpozici těch stav̊u, které jsou v souladu s t́ım, co bylo naměřeno napravo. To
znamená, že pokud jsme napravo naměřili |w1, . . . , wn〉, pak levá polovina degeneruje na
uniformńı superpozici těch jediných dvou stav̊u |u1, . . . , un〉 pro které plat́ı

ψ(u1, u2, . . . , un) = (w1, w2, . . . , wn).

No a vlastnost funkce ψ ř́ıká, že ty dva stavy, které splňuj́ı právě uvedenou podmı́nku,
jsou takové, že jeden z nich se dostane z druhého symetrickou diferenćı (exklusivńım or)
s posloupnost́ı a1, a2, . . . , an.

Nepozorný čtenář může zajásat: z ohromného počtu stav̊u, které by se po provedeńı
krok̊u 1. a 2. mohly s nenulovou pravděpodobnost́ı objevit (je jich 2n z celkového počtu
22n možných stav̊u registru s 2n qubity) jsme změřeńım pravé poloviny qubit̊u dostali
dva možné stavy levé poloviny a pokud je oba źıskáme, jejich symetrickou diferenćı
dostaneme hledaný vektor a. AA ten nepozorný čtenář si může myslet, že oba je źıskat
jistě nebude složité: změřeńım levé poloviny qubit̊u dostaneme s pravděpodobnost́ı 1/2
jeden nebo druhý stav. Stač́ı to měřeńı zopakovat několikrát, aby “vyskočil” i ten druhý
a máme vyhráno.

Tak si to ale na neštěst́ı může představovat jen nepozorný čtenář, ale ve skutečnosti
to tak dělat nejde - levou polovinu qubit̊u můžeme změřit jen jednou, pak se všechno
kouzlo kvantového poč́ıtáńı ztrat́ı a ten druhý stav se již nedozv́ıme. A opakováńım celého
postupu včetně opětovného měřeńı pravé poloviny qubit̊u dostaneme náhodný prvek z
jiné dvojice stav̊u, který s t́ım předchoźım neńı v žádném vztahu.

Přesto i ten nepozorný čtenář si povšiml toho hlavńıho, co se v Simonově algoritmu
děje: po jistých úpravách jsme změřeńım pravé p̊ulky qubit̊u zredukovali exponenciálně
velké množstv́ı stav̊u, které v sobě obsahuj́ı jistým zp̊usobem všechna možná řešeńı, na
dva, které stále to řešeńı umožńı źıskat.

Muśıme ale postupovat opatrněji. Popsat tento opatrný postup detailně dá v́ıce
námahy, než vysvětlit výše uvedené kroky 1 a 2. Je to ale záležitost povýtce technická,
která nepřinese hlubš́ı porozuměńı toho, proč by kvantové algoritmy měly za jistých
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okolnost́ı daleko překonávat výpočty klasické, takže jen naznač́ım, jak se postupuje dál
a detailńı d̊ukaz toho, že postup funguje, přináš́ım v dodatku pro zv́ıdavé a odhodlané
čtenáře:

Po provedeńı krok̊u 1. a 2. aplikujeme na každý (dosud panenský) qubit levé části
Hadamardovu transformaci.

Dá se dokázat, že pak po změřeńı takto transformované levé poloviny qubit̊u dosta-
neme náhodný vektor, který je kolmý na hledaný vektor a.

Nyńı tedy stač́ı celý postup (kroky 1. a 2. i Hadamard̊uv krok) opakovat tak dlouho,
až dostaneme n − 1 lineárně nezávislých vektor̊u kolmých na a, které vytvářej́ı bázi
vektorového podprostoru vektor̊u kolmých na vektor a. Nyńı již aplikace známých metod
lineárńı algebry umožńı nalézt hledaný vektor a jako řešeńı soustavy n − 1 lineárńıch
rovnic o n neznámých.

Muśım uvést, že zde uvažuji n-dimenziálńı vektorový prostor ne nad tělesem reálých
nebo komplexńıch č́ısel, ale nad tělesem Z2 celých č́ısel modulo 2 , které má jen
dva prvky 0,1, násobeńı je klasické a operace sč́ıtáńı ⊕ je definovaná 0⊕ 0 = 1⊕ 1 = 0
a 0⊕ 1 = 1⊕ 0 = 1.

Kritika Simonova algoritmu a kvantového poč́ıtáńı obecně
Zat́ımco předchoźı úvahy jsou převzaty z moudrých knih (konkrétně z knihy Sanjeev
Arora a Boaz Barak: Computational Complexity: A Modern Approach, jej́ıž draft je
stále k dispozici na webu Princeton Univ. a najdete je také třeba ve Wikipedii), tato
kapitola vyjadřuje výhradně můj osobńı, celkem kritický pohled na možnosti praktické
realizace kvantových algoritmů, jako jsou algoritmy Simon̊uv a Shor̊uv.

Většina kritiky kvantové teorie a projekt̊u kvantových poč́ıtač̊u se týká technických
otázek. Bylo zde uvedeno, že změřeńı hodnot qubit̊u v registru kvantového poč́ıtače
znamená konec výpočtu, protože změřeńı je možné jen v souvislosti s ovlivněńım stavu
poč́ıtače natolik, že už nadále si nemůžeme myslet, že poč́ıtá podle našeho algoritmu.
K nechtěnému “změřeńı” přitom může doj́ıt p̊usobeńım vněǰśıch vliv̊u (kosmické zářeńı,
interakce se součástmi poč́ıtače, které nejsou “výpočetńı jednotkou” a pod.). Z tohoto
d̊uvodu velice záhy docháźı k “dekoherenci” a výpočet přestane být korektńı, takže doba
pro provedeńı výpočtu je obvykle velmi krátká a jen obt́ıžně se ji dař́ı prodlužovat.

Kvantové poč́ıtače jsou svou povahou analogové a pravděpodobnostńı a řada výtek
mı́̌ŕı právě k tomu.

Dle mého názoru ale nejzávažněǰśı pochybnost o možnosti praktické realizace algo-
ritmů, jako je Simon̊uv, se skrývá hned v úvodu popisu algoritmu: uvedeme 2n qubit̊u
do stavu, že k-tý v levé polovině je provázán ve stylu |00〉 + |11〉 s k-tým v pravé po-
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lovině a s žádným jiným. Koeficienty u jednotlivých stav̊u registru, jejichž super-
pozićı celkový uniformńı stav je, jsou extrémně malé, např́ıklad pro n = 100 by byly
řádově 0,000000000000000000000000001. Lze si představit, že šum, zp̊usobený okoĺım,
by v př́ıpadě fyzicky existuj́ıćıho kvantového poč́ıtače byl při nastavováńı uniformńıho
stavu Hadamardovými transformacemi řádově výrazně větš́ı a tedy bychom v̊ubec nebyli
schopni uniformńıho stavu dosáhnout.

A nemožnost dosáhnout uniformńıho stavu nebo stavu hodně bĺızkého může mı́t i
ještě hlubš́ı př́ıčinu. Mechanismus, umožňuj́ıćı provázáńı stav̊u, neńı znám; zat́ım byly
zkoumány většinou soubory malých počt̊u částic (často jen 2), pokud byly pozorovány
velké soubory, pak jen existence jejich provázáńı, aniž by byly zkoumány jemnosti koe-
ficient̊u α pro jednotlivé stavy.

Dovedu si představit, že v kvantové mechanice, kde skoro vše je kvantováno, budou
i koeficienty αi1...in nabývat jen hodnoty z diskrétńı škály dané kvanty, která bude od-
pov́ıdat hypotetickým částićım (mohlo by se jim třeba ř́ıkat entangleony) zodpovědným
za realizaci provázáńı. Při takové představě by ovšem možnost přesného provázáńı velkého
počtu částic byla omezena - možnost źıskat stav, který je uniformńı superpozićı neome-
zeně velkého souboru základńıch stav̊u, by byla vyloučena - a přitom je to předpoklad,
bez kterého teoretické kvantové algoritmy nejsou myslitelné (a nebo by jejich výkonnost
byla zásadně omezena). Naše současné znalosti mechanismu provázáńı neumožňuj́ı ř́ıci o
tomto potenciálńım, ale zásadńım, omezeńı kvantových výpočt̊u nic bližš́ıho.

Představa, že do globálńıho stavu kvantově provázaného registru můžeme super-
pozićı vložit exponenciálně mnoho základńıch stav̊u je podle mne projevem bláhové
nevědomosti o tom, jak rychle roste exponenciála, nebo hrubým podceněńım toho r̊ustu.

Ta nevědomost je rozš́ı̌rená mezi laiky - je známa historie o odměně pro vynálezce
šachové hry - šach si myslel, že 264 − 1 zrńıček obiĺı bude pár pytl̊u, ale kdyby zrńıčko
mělo třeba 5 × 2 × 2 milimetry, pak jelikož 263 je přibližně třet́ı mocnina 2 milion̊u,
potřebovali bychom pro odměnu za šachy sýpku např. 10 km × 4 km × 4 km.

A co v́ıc, kdyby si podobně řekl o odměnu vynálezce hry go s deskou 19 × 19 hraćıch
bod̊u, nevešla by se odměna ani do celého nám známého vesmı́ru, potřebovali bychom
dokonce takových vesmı́r̊u řádově tiśıc trilion̊u, protože vid́ıme asi do vzdálenosti

15 mld. světel. let ≈ 15·109·300000km/sec ·365·24·3600sec ≈ 0, 15×1024km = 0, 15×1030mm

takže objem nám známého vesmı́ru je asi 0, 04× 1090 mm3, což je asi
40× 100029 ≈ 40× 2290 krychlových milimetr̊u,
zat́ımco pro vynálezce hry go by jich bylo potřeba 20× 219×19 = 20× 2361 mm3 a nav́ıc

2360/2290 = 270 ≈ 10007 = 2021.
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U matematik̊u by bylo možné podceněńı rychlosti r̊ustu exponenciály pochopit, některým
teprve Ackermannova funkce roste dostatečně rychle, ale informatici by si měli dát pozor.
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Dodatek 1: RSA šifrováńı
V roce 1977 Ron Rivest, Adi Shamir a Leonard Adleman publikovali zp̊usob šifrováńı s
otevřeným kĺıčem, který se postupně stal jedńım z hlavńıch nástroj̊u bezpečné komuni-
kace v digitálńım světě. Neńı ćılem tohoto článku podrobně popisovat výhody a použit́ı
RSA šifrováńı, uvedu pouze jeho základńı princip.

Základem je velmi velké č́ıslo n, které je součinem dvou (obvykle dosti podobně
velkých) prvoč́ısel, tedy n = pq. Č́ıslo n je veřejně známo a každý, kdo si ho přečte, umı́
šifrovat. Na druhé straně č́ısla p a q jsou pečlivě chráněna t́ım, kdo je vytvořil a kdo
je př́ıjemcem šifrovaných zpráv, protože jen takový uživatel śıtě umı́ zašifrované zprávy
dešifrovat.

Proto se RSA šifrováńı ř́ıká šifra s otevřeným kĺıčem. U dř́ıvěǰśıch systémů každý,
kdo se seznámil s šifrovaćım kĺıčem, jen s vynaložeńım mı́rné duševńı námahy mohl také
úspěšně dešifrovat. U RSA systému je možné šifrovaćı algoritmus publikovat veřejně v
novinách nebo na śıti a přesto dešifrovat budou (za našich současných znalost́ı) umět jen
zasvěcenci, kteř́ı znaj́ı tajný dešifrovaćı algoritmus.

Princip je takovýto (všechna dále uváděná č́ısla jsou celá nezáporná č́ısla):

1. Vytvoř́ı se dvě velká prvoč́ısla p a q.

2. Spoč́ıtá se a zveřejńı jejich součin n = pq, a ne ne č́ısla samotná.

3. Spoč́ıtá se hodnota Eulerovy funkce φ(n) = (p− 1)(q− 1), což je snadné pro toho,
kdo zná č́ısla p a q, ale neńı znám dostatečně rychlý zp̊usob, jak ji spoč́ıtat, známe-li
pouze n.

4. Zvoĺı se celé č́ıslo e, menš́ı než φ(n) a nesoudělné s φ(n).

5. Nalezne se d takové, že de ≡ 1 mod φ(n).

Šifrováńı se provád́ı takto: zaśılaná zpráva se vhodným zp̊usobem zaṕı̌se nebo přeměńı
na celé č́ıslo m, které je menš́ı než n. Kdyby byla zpráva př́ılǐs dlouhá, rozděĺı se do blok̊u,
které se šifruj́ı a odeśılaj́ı každý zvlášt’. Zašifrovaným textem je pak č́ıslo

c = me mod n.

Dešifrováńı zašifrované zprávy c se provede výpočtem

m = cd.
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O tom, že výraz cd bude skutečně p̊uvodńı č́ıslo m svědč́ı následuj́ıćı úvaha:

cd ≡ (me)d = mde = m1+k(p−1)(q−1) = m ·
(
mp−1

)k(q−1)
≡ m mod p,

protože malá Fermatova věta ř́ıká, že mp−1 ≡ 1 mod p, a podobně je tomu i modulo q,
což dává podle č́ınské větě o zbytćıch i rovnost cd ≡ 1 mod n.

Šifrováńı je bezpečné, pokud ze znalosti n neńı možno v rozumně krátké době ani za
pomoci nejsilněǰśıch poč́ıtač̊u nalézt jeho faktorizaci n = pq.

Dodatek 2: Testováńı prvoč́ıselnosti a hledáńı velkých
prvoč́ısel
RSA metoda vyžaduje umět vytvořit velká prvoč́ısla (třeba stovky či dokonce tiśıce
cifer), která nejsou známa z žádného seznamu prvoč́ısel. Provád́ı se to tak, že se najde
hodně velké liché č́ıslo, které se pak zvyšuje o 2 tak dlouho, až se najde prvoč́ıslo. Věty
o hustotě prvoč́ısel (zde neuváděné) ř́ıkaj́ı, že umı́me-li rychle testovat prvoč́ıselnost, na
prvńı prvoč́ıslo se přijde obvykle dostatečně brzo.

Jak se tedy dá testovat prvoč́ıselnost. Systematické hledáńı faktor̊u třeba Eratosthe-
novým śıtem je pro obrovská č́ısla extrémně pomalé a tud́ıž nepoužitelné. Je znám de-
terministický algoritmus, který prvoč́ıselnost umı́ otestovat. Sice je pro něj dán relativně
dobrý (polynomiálńı) odhad doby výpočtu v závislosti na počtu č́ıslic testovaného č́ısla,
ale pro praktické účely je stále př́ılǐs pomalý a také složitý.

Použ́ıvá se proto pravděpodobnostńı algoritmus, které se sice může splést (o nějakém
složeném č́ısle může chybně prohlásit, že to je asi prvoč́ıslo - na opačnou stranu se nikdy
nesplete), ale pravděpodobnost chyby se dá sńıžit natolik, že je menš́ı než odhadovaná
pravděpodobnost, že na nás zrovna v tu chv́ıli z vesmı́ru spadne obrovský meteorit a
výsledek už nebudeme potřebovat.

Základem, ještě ne úplným, ale ve většině př́ıpad̊u dostatečným, je malá Fermatova
věta: pokud p je prvoč́ıslo, pak pro každé a takové, že 1 < a < p, je ap−1 ≡ 1 mod p.

Jestliže tedy nalezneme a takové, že ap−1 6≡ 1 mod p, pak p určitě neńı prvoč́ıslo,
je to č́ıslo složené. Pokud zkouš́ıme takové a naj́ıt a nedař́ı se to, pak po jisté době
kapitulujeme a prohláśıme p za (asi) prvoč́ıslo.

Tento postup funguje obvykle velmi dobře, ale jsou jistá složená č́ısla, pro které je
takových pr̊ukaz̊u složenosti tak málo, že je hodně nepravděpodobné, že se na ně tref́ıme
náhodně. Proto test (pr̊ukaz složenosti za pomoci vhodného a) ześıĺıme.

Vyjdeme přitom z následuj́ıćıho tvrzeńı:
Je-li p prvoč́ıslo a x je celé č́ıslo v rozmeźı 1 ≤ x < p takové, že x2 ≡ 1 mod p, pak je
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bud’ x ≡ 1 mod p nebo x ≡ −1 mod p.
Předpoklad o x totiž ř́ıká, že (x2 − 1) ≡ 0 mod p, neboli (x + 1)(x − 1) ≡ 0 mod p.

Pokud je p prvoč́ıslo, pak sč́ıtáńı a násobeńı modulo p vytvář́ı těleso, což mimo jiné
znamená, že pokud ab ≡ 0 mod p, pak muśı být bud’ a ≡ 0 mod p nebo b ≡ 0 mod p,
což v našem př́ıpadě ř́ıká, že bud’ (x+ 1) ≡ 0 mod p nebo(x− 1) ≡ 0 mod p.

Sluš́ı se poznamenat, že uvedené nemuśı platit, pokud p neńı prvoč́ıslo. Např́ıklad
2 · 4 ≡ 0 mod 8 a 32 = 9 ≡ 1 mod 8, ale 3 6≡ ±1 mod 8.

Necht’ je tedy dáno testované č́ıslo p a náhodně zvolené a.
Pokud ap−1 ≡ 1 mod p, tak zkuśıme č́ıslo

x = a
p−1

2 .

Protože x2 ≡ 1 mod p, pak pokud p je prvoč́ıslo, z výše uvedeného plyne, že x muśı
být bud’ +1 nebo -1.

Zjist́ıme-li tedy že x neńı ani +1 ani -1, pak p je určitě složené a testováńı konč́ı.
Pokud a(p−1)/2 ≡ −1, test už dále nepokračuje, ale pokud a(p−1)/2 ≡ 1 a p − 1 je

dělitelné 4, zkuśıme podobně zda x = a(p−1)/4 ≡ ±1 atd.
Formálně tedy:

Test(a,p)
k = 1;
loop: spoč́ıtej x = a(p−1)/k;
jestliže x neńı ani +1 ani -1 modulo p, pak konec výpočtu, p je č́ıslo složené;
jestliže x je -1 modulo p, pak konec výpočtu, vypadá to, že p je prvoč́ıslo;
(pokud dojdeme sem, je x ≡ 1 mod p)
k = k*2; jestliže p− 1 je dělitelné č́ıslem k, pak goto loop,
jinak konec výpočtu, vypadá to, že p je prvoč́ıslo.

Např́ıklad a = 44, p = 129 (neńı prvoč́ıslo, 129 = 3 · 43):
plat́ı 44128 ≡ 4464 ≡ 4432 ≡ 4416 ≡ 448 ≡ 444 ≡ 442 ≡ 1 mod 129
ale 441 = 44 6≡ ±1.

Na druhé straně např́ıklad pro a = 256, p = 257 (je prvoč́ıslo):
256256 ≡ 256128 ≡ 25664 ≡ 25632 ≡ 25616 ≡ 2568 ≡ 2564 ≡ 2562 ≡ 1 mod 257
protože a ≡ −1 mod 257

Dodatek 3: Důkaz z kapitoly o Simonovu algoritmu
Uvažujme kvantový registr s n qubity a prozkoumejme nejprve, jak vypadá Hadamardova
transformace jeho stavu x = |x1x2 . . . xn〉.
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Jsou-li u = (u1, . . . , un) a u = (u1, . . . , un) dva bitové vektory (tedy jejich složky jsou
O nebo 1), pak označ́ıme jako u� v č́ıslo

u� v = u1v1 + · · ·+ unvn mod 2.

Výraz � tedy označuje skalárńı součin v n-dimenzionálńım prostoru nad tělesem Z2
celých č́ısel modulo 2.

Součin u� v je tedy vždy 0 nebo 1.
Hadamardova transformace stavu |b〉, kde b je 0 nebo 1, se dá napsat jako

|0〉+ (−1)b|1〉.
Proto Hadamardova transformace registru |b1 . . . bn〉 bude

(|0〉+ (−1)b1|1〉)(|0〉+ (−1)b2|1〉) · · · |0〉+ (−1)bn|1〉 =
∑

y∈{0,1}n

(−1)b1y1+···+bnyn|y1 . . . yn〉 =

=
∑

y∈{0,1}n

(−1)b�y|y〉.

Po prvńıch dvou kroćıch Simonova algoritmu je levá polovina qubit̊u ve stavu, který
je roven součtu dvou elementárńıch stav̊u, které jsou funkćı Φ Simonova algoritmu
převáděny do téhož vektoru, toho, který byl změřen na pravé polovině qubit̊u algoritmu.
Označ́ıme-li jeden jako x, pak druhý bude na základě vlastnost́ı funkce Φ roven x⊕ a.

Nyńı se pod́ıvejme, jak se součtový stav x+(x⊕a) změńı Hadamardovou transformaćı.
Na základě výše uvedeného dostaneme∑

y

(
−1)x�y + (−1)(x⊕a)�y

)
|y〉 =

∑
y

(
(−1)x�y + (−1)x�y(−1)a�y

)
|y〉.

Na pravé straně vid́ıme, že součet dvou člen̊u v koeficientu u nějakého |y〉 je nenulový
právě když a�y je roven nule. Po Hadamardově transformaci je tedy levá polovina qubit̊u
ve stavu, který je roven uniformńı superpozici stav̊u, daných právě těmi vektory y, které
jsou kolmé na a (neboli těch, pro které je a � y = 0). At’ tedy změřeńım levé poloviny
Hadamardovsky transformované levé poloviny bit̊u dostaneme jakýkoli vektor, v́ıme, že
bude kolmý na a-

Dodatek 4: Důkaz lemmatu z kapitoly o faktorizaci
Bude v bĺızké době doplněn.
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