
Domácí úlohy z Lineární algebry 2

6. b°ezna 2024

Martin �erný, Matyá² Lorenc

Na zápo£et bude t°eba získat alespo¬ polovinu (120 z 240) bod· z následujících úloh. �e²ení úloh ode-
vzdávejte e-mailem v jednom souboru ve formátu PDF, nebo na za£átku cvi£ení v libovolné £itelné podob¥.
N¥kolik dal²ích poznámek:

� Na úlohách je moºné spolupracovat a pouºívat v²echny moºné dostupné zdroje. �e²ení úloh musí
nicmén¥ sepsat a odevzdat kaºdý sám za sebe.

� �e²ením úlohy není pouze výsledek, ale i °ádn¥ vysv¥tlený postup, jak jste k °e²ení do²li, p°ípadn¥
d·kaz toho, co ve výsledku tvrdíte.

� Úlohy jsou rozd¥leny tematicky do sérií, které mají ur£ené deadliny. Ty jsou ve dnech cvi£ení a £asov¥
odpovídají za£átku cvi£ení. Po uplynutí deadlinu je moºné za vy°e²ené úlohy získat polovinu bod·.

� V p°ípad¥, ºe byste si nev¥d¥li s domácími úkoly rady, nebo cht¥li n¥co prodiskutovat, není problém
se domluvit na konzultaci.

� Pokud v zadání úlohy není výslovn¥ poºadován d·kaz n¥£eho, co bylo na p°edná²ce, £i cvi£ení, je moºné
se p°i °e²ení úlohy na tento výsledek odkázat a není t°eba ho jiº dokazovat.

� Naopak chcete-li pouºít ve svém °e²ení výsledek, který se neobjevil na p°edná²ce, je t°eba ho °ádn¥
zade�novat a p°ípadn¥ dokázat jeho platnost.



(1) Determinant (34 bod·)

Deadline: 5. b°ezna 2024

1. (10 bod·) Spo£ítejte determinanty:

(a) (1 bod) det(−4),

(b) (1 bod) det(−In) ,

(c) (2 body)
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2. (8 bod·) Bu¤ A ∈ Rm×m a B ∈ Rn×n. Dokaºte, ºe det

(
A 0
0 B

)
= det(A)det(B).

3. (16 bod·) �íkáme, ºe celo£íselná matice M ∈ Zm×n je totáln¥ unimodulární (dále jiº jen TU), pokud
je kaºdý její minor (tedy determinant £tvercové podmatice) roven -1, 0, £i 1.

Bu¤ A ∈ Zn×n regulární. Dokaºte, ºe je-li A TU, pak nutn¥ i A−1 je TU (tedy ºe A−1 je celo£íselná a
spl¬uje de�nici vý²e).

(Zkuste si vedle celo£íselnosti dokázat pro za£átek alespo¬ to, ºe hodnoty determinant· podmatic o
rozm¥rech 1× 1 a n× n jsou správné. Obecné podmatice jsou potom t¥º²í.)

(Pozn.: P°i dokazování, ºe minor je roven -1,0,1, nemusíte p°íli² °e²it znaménko, a´ neskon£íte zavaleni
zbyte£nými detaily, klidn¥ v pr·b¥hu pi²te +- n¥co, stejn¥ musíte dokázat primárn¥ to, ºe to n¥co je
ve výsledku 0, nebo 1. Jestli plus, nebo mínus uº je nám celkem jedno, dovolujeme vám tedy v d·kazu
toto zjednodu²ení.)



(2) Vlastní £ísla, vlastní vektory (34 bod·)

Deadline: 19. b°ezna 2024

1. (14 bod·) Spo£ítejte vlastní £ísla a vlastní vektory následujícím maticím:

(a) (4 body) A =

(
1 2
0 1

)
,

(b) (4 body) B =

(
−8 −6
12 10

)
,

(c) (6 bod·) C =

1 −1 0
8 −2 6
1 1 2

.

2. (4 body) Nech´ Ak = 0 pro n¥jaké k ≥ 1. Co lze °íci o vlastních £íslech matice A?

3. (8 bod·) Najd¥te vlastní £ísla a vlastní vektory lineárních zobrazení:

(a) (4 body) A→ AT na prostoru matic R2×2,

(b) (4 bod·) A→ 1
2 (A + AT ) na prostoru matic Rn×n.

4. (4 bod·) Pro která a, b ∈ R jsou vlastní £ísla matice
(

0 a
b 0

)
reálná?

5. (4 body) Najd¥te matici, která má v²echny sloºky nenulové a zárove¬ v²echna vlastní £ísla nulová.



(3) Podobnost a diagonalizace (34 bod·)

Deadline: 2. dubna 2024

1. (6 bod·) Rozhodn¥te, zda si jsou podobné matice

A =

1 0 0
0 1 0
1 1 1

 , B =

−1 0 1
1 0 0
−1 0 2

 .

2. (8 bod·) Bu¤ C ∈ Rn×n a D ∈ Rm×m. Ukaºte, ºe
(
C 0
0 D

)
je podobná

(
D 0
0 C

)
.

3. (4 body) Najd¥te v²echny matice podobné matici In.

4. (8 bod·) Diagonalizujte, nebo ukaºte, ºe není moºné diagonaliovat matice

(a) (3 body) E =

(
1 2
0 2

)
,

(b) (5 bod·) F =

1 −1 0
8 −2 6
1 1 2

.

5. (4 body) Nech´ A = SΛS−1 je diagonaliza£ní rozklad matice A. Ur£ete vlastní vektory AT .

6. (4 body) Najd¥te dva p°íklady nediagonalizovatelných matic °ádu 2: singulární a regulární matici.



(4) Skalární sou£in (34 bod·)

Deadline: 16. dubna 2024

1. (10 bod·)M¥jme zobrazení 〈x, y〉 = 5x1y1−2x1y2−2x2y1+3x2y2 a vektory x′ = (1, 2)T a y′ = (2, 5)T .

(a) (6 bod·) Ukaºte, ºe 〈x, y〉 je skalárním sou£inem,

(b) (1 body) spo£t¥te 〈x′, y′〉,
(c) (1 body) spo£t¥te ‖x′‖,
(d) (2 body) spo£t¥te vzdálenost x′ od y′.

2. (3 body) Dokaºte, nebo vyvra´te, ºe v prostoru matic Rm×n je zobrazení 〈A,B〉 =
∑m

i=1

∑n
j=1 aijbij

skalární sou£in.

3. (3 body) Je skalární sou£in lineárním zobrazením, jak ho máme zade�nované z Lineární algebry 1?

4. (6 bod·) Ur£ete úhel mezi:

(a) (3 body) vektory x = (0, 0, 1)T a y = (1, 0− 1)T ,

(b) (3 body) hlavní diagonálou krychle a její podstavou.

5. (4 bod·) Bu¤ A ∈ Rn×n regulární. Ukaºte, ºe pro i 6= j je i−tý °ádek matice A kolmý na j−tý
sloupec matice A−1.

6. (8 bod·) Zave¤te v prostoru R2 skalární sou£in tak, aby x′ bylo kolmé na y′, kde x′ = (1, 2)T a
y′ = (2, 3)T .



(5) Cauchy-Schwarz, Gram-Schmidt a ortogonalita (34 bod·)

Deadline: 30. dubna 2024

1. (3 body) Dokaºte, ºe pro kaºdé a1, a2, a3, a4 ∈ R platí: 5a1 + a2 + 3a3 + a4 ≤ 6
√

a21 + a22 + a23 + a24.

2. (3 body) Dokaºte vztah mezi aritmetickým a kvadratickým pr·m¥rem.

3. (10 bod·) Stopa £tvercové matice je de�nována jako trace(A) =
∑

i aii. Ukaºte, ºe platí:

(a) (3 body) trace(A)2 ≤ n · trace(ATA),

(b) (3 body) trace(A2) ≤ trace(ATA),

(c) (4 body) trace(ATB) ≤ 1
2 (trace(ATA) + trace(BTB)).

4. (12 bod·) Bu¤ v1 = (1, 1, 0)T a v2 = (1, 1, 1)T :

(a) (4 body) ortogonalizujte vektory v1, v2,

(b) (4 body) prove¤te ortogonalizaci v opa£ném po°adí vektor·,

(c) (4 body) najd¥te projekci x = (0, 1, 1)T do podprostoru U = span {v1, v2}. Jaká ja vzdálenost x
od U?

5. (6 bod·) Zortogonalizujte bázi podprostoru R4 popsaného soustavou x− y + u + v = 0, x + u = 0.



(6) Ortogonální matice, dopln¥k a projekce (35 bod·)

Deadline: 14. kv¥tna 2024

1. (3 body) Nech´ P,Q jsou ortogonální matice. Je i P + Q ortogonální?

2. (3 body) Najd¥te v²echny diagonální ortogonální matice °ádu n. Kolik jich je?

3. (6 bod·) Ortogonální matice Q obsahuje pouze prvky 1
4 a − 1

4 . Jaký je rozm¥r matice Q?

4. (6 bod·) Pro která a, b ∈ R je matice
(
a + b b− a
a− b a + b

)
ortogonální?

5. (8 bod·) Najd¥te matici projekce do

(a) (3 body) U = span
{

(2, 1, 1)T
}

(b) (5 bod·) V = span
{

(0, 1, 1)T , (1, 0,−1)T , (0, 0, 1)T
}

6. (3 body) Bu¤ A =

(
1 2
−1 −2

)
. Najd¥te °ádkový prostor a kernel matice A.

7. (6 bod·) Najd¥te ortogonální dopln¥k k prostor·m:

(a) (3 body) U =
{

(1, 0, 1, 1)T , (1, 1, 1, 0)T
}
,

(b) (3 body) V =
{
x ∈ R3 : x1 + x2 + 2x3 = 0

}
.



(7) Positivní de�nitnost a bilineární formy (35 bod·)

Deadline: Konec akademického roku

1. (10 bod·) Ukaºte 3 zp·soby, ºe A =

(
1 1
1 1

)
je positivn¥ semide�nitní.

2. (6 bod·) Ur£ete, pro které a je matice positivn¥ de�nitní

A =

a 1 0
1 a 1
0 1 a

 .

3. (7 bod·) Najd¥te Choleského rozklad matice

A =

(
In In
In 5In

)
.

4. (4 body) Ukaºte, ºe pro kaºdou bilineární formu b platí b(u, 0) = b(0, u) = 0.

5. (8 bod·) Jedná se o bilineární formy?

(a) (4 body) b(x, y) = x2
1 + y22 + 2x2y1,

(b) (4 body) c(x, y) = x1y1 + 2x1y2 − x1y2 + y1y2.


