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6. Permutace

Cv. 6.1 Mg¢jme permutace

Najdeéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte permutace p, ¢ mezi sebou v obou
poradich.

Reseni:

Permutace p zobrazuje 1 — 2, dale 2 — 3, 3 —+ 4 a 4 — 1. Tudiz jeden cyklus
je (1,2,3,4), analogicky druhy cyklus je (5,6). Tudiz zapis permutace pomoci
cyklia je p = (1,2,3,4)(5,6).

Podobné pro permutaci ¢ mame 1 — 1 (prvni cyklus), 2 — 3, 3 — 2 (druhy
cyklus) a4 — 5,5 — 6, 6 — 4 (tfeti cyklus). Permutaci ¢ lze zapsat pomoci
cyklu jako ¢ = (1)(2,3)(4,5,6).

Permutace p je zaddna na n = 6 prvcich a sklada se ze ¢ = 2 cyklu, proto
méa znaménko sgn(p) = (—1)rpoceteykli — (_1)6=2 — 1 Podobné spocitame
sgn(q) = (-1)°? = —1L.

Inverzni permutaci k permutaci p mizeme najit nékolika zptisoby. Pokud vy-
jdeme z tabulkového zadéni p, tak stac¢i prohodit oba fadky, ¢imz se ze vzort
stanou obrazy a naopak, a pak jen settfidit sloupce od nejmenstho po nejvetsi.
Dostaneme p~! vyjadiené tabulkou

123 456
4 1 2 36 5)°
Pokud vyuzijeme zapisu p pomoci cykl, staci pouze prohodit poradi ¢isel v kaz-

dém cyklu, tj. p~t = (4, 3,2,1)(6,5). Zde si mitzeme uvédomit, Ze cykly délek 1
a 2 nemusime invertovat, protoze jsou sami sobé& inverzni.

Permutace skladame jako kazdé jiné zobrazeni, tedy p o g zobrazi prvek i na
p(q(7)). Tabulkové vyjadieno

1 2 3 4 5 6
¢ Ll Ll

1 3 2 5 6 4
p L Ll

2 4 3 6 5 1

¢ili
1 2 3 4 5 6
2 4 3 6 5 1)°

Podobné mizeme postupovat pomoci popisu pies cykly a dospéjeme k vyjadireni
poq = (1,2,4,6)(3)(5). Pro srovnani, slozeni v opacném poiadi je g op =
(1,3,5,4)(2)(6). To ilustruje, ze skladani permutaci neni komutativni.



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 1 35

Cv. 6.2

Cv. 6.3

Méjme permutaci
p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).

Spoéitejte permutace p? a p~ 4.

Pro jakou nejmensi mocninu k£ > 1 dostaneme p* = id?

Reseni:

Naivni zptisob spocitani p? je sloZit postupné permutaci p? = popopopopo
popopop.

Efektivnéjsi zpisob pocitani vysokych mocnin (¢ehokoli) je vyuziti dvojkového
zépisu exponentu a iterovaného mocnéni na druhou. Konkrétné k permutaci p°
se dostaneme tak, e spo¢itame p? = p o p, nasledné p* = p? o p?, p® =ptop*a
nakonec p° = p® o p.

V naSem piipad€, kdy mocnime permutace, mizeme vyuzit jesté rozkladu na
cykly. Cyklus p = (uy, ..., u;) délky k se pii mocnéni chova tak, ze p* = id a
p**1 = p. To nés vede k metodé, kdy budeme mocnit kazdy cyklus zvlast a moc-
ninu daného cyklu spoc¢itame efektivné s vyuzitim modula jeho délky. Konkrétné,
(1,3,4)° =d, (2,5)° = (2,5)! = (2,5) a (6,11,10,9,8,7)° = (6,11,10,9,8,7)3 =
(6,9)(7,10)(8,11) Tudiz

p” = (1)(2,5)(3)(4)(6,9)(7,10)(8, 11).

Permutaci p~* uréime stejnym zpiisobem s tim, Ze uvazujeme i zdporné expo-
nenty. Tudiz (1,3,4)~ = (1,3,4), (2,5)" = (2,5)° = id, (6,11,10,9,8,7) "1
(6,11,10,9,8,7)* = (6,8,10)(7,9, 11). Nakonec dostavame

p M =1(1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9, 11).

Abychom uréili nejmensi mocninu k& > 1 takovou, ze p* = id, podivime se na
jednotlivé cykly a zjistime, jaké mocniny daji identitu. Prvni cyklus ma délku
3, tedy treti mocnina a jakykoli jeji cely nasobek daji identitu. Podobné druhy
cyklus méa délku 2, cili identitu dostaneme pro sudé mocniny, a koneéné tieti
cyklus délky 6 vede na mocninu 6. Nejmensi spole¢ny néasobek ¢isel 2, 3,6 je 6,
tedy hledané k = 6. Pfi Sesté mocniné se prvni cyklus protoci 2-krat, druhy
3-krat a posledni 1-krat.

Rozlozte permutaci (1,2,3,4,5) na sloZeni transpozic, a to alespoii dvéma riz-
nymi zpusoby. Jaky je nejmensi mozny pocet transpozic, které k rozkladu po-
tfebujeme?

Reseni:
Dvé mozné feseni jsou:

(1,2,3,4,5) = (1,2)(2,3)(3,4)(4,5) = (1,5)(1,4)(1, 3)(1, 2).

Transpozic musi byt alespon 4. Kazda nové transpozice snizi pocet cykli maxi-
méalné o 1, takze abychom z identity zkonstruovali cyklus délky 5, potiebujeme
alespon 4 transpozice.
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Cv. 6.4

Cv. 6.5

Cv. 6.6

Dokazte, ze kazdou permutaci p € S, lze slozit pomoci nanejvys n—1 transpozic.

Obecné, permutace p € S, se sklada z k cykli. Pomoci kolika transpozic se da
slozit? Najdéte vSechny moznosti.

Reseni:

V predchozim cviceni jsme videéli, ze kazdy cyklus délky c lze slozit pomoci
¢ — 1 transpozic. Pokud se tedy permutace p skladd z pravé k cykla, tak ji
umime slozit z pravé n — k transpozic. Tim padem kazdou permutaci lze zlozit
z maximalné n — 1 transpozic.

Vzdycky lze pridat dodatecné (a v zdsadé zbyteéné) pary transpozic (i,7)(i, )
a pocet transpozic tim navysit. Neni ale mozné zménit paritu poc¢tu transpozic
(tim by se zménilo znaménko permutace). MoZné pocty transpozit, ze kterych
muzeme p slozit, jsou tedyn —k,n—k+2, n—Fk+4,...

Urcete znaménko permutace r zadané tabulkou:
(1 2 3 ... n—1mn
T\ on-1n-2 ... 2 1

Reseni:
Permutaci » mizeme pomoci cykla zapsat jako

(1L,n)(2,n—1)...(%, 22 pro n sudé,
r =
(1,n)(2,n—1) ... (%52, 22) (%) pro n liché.
V prvnim piipadé mame 7 cykld, v druhém "T_l cykli. Celkové tedy dostavame,
ze
(—1)"" 3 = (—1)2 pro n sudé,
(=1)" "z = (=1)"= pro n liché.

Sgl’l('f’) — (_1)n7poéet cykla __ {

Souhrnné muzeme téz psat sgn(r) = (—1) 5],
Najdéte vSechny permutace splitujici p € Sip a p* = (1,3)(2,4)(7,8,9, 10).

Re3eni:

Podivejme se nejprve, jak muze vzniknout cyklus (1,3). Aby se 1 zobrazilo na
3 v p?, musi v p byt soudésti nejaké cyklu (...,1,a,3,...). Podobné aby se
3 zobrazilo na 1, musi byt (...,3,b,1,...). Spojenim obou tseki dostavame
(...,1,a,3,b,1,...), tedy nutné cyklus (1, a, 3,b). V permutaci p* se tento cyklus
rozpadne na 2 podcykly (1,3)(a,b). Ze struktury p? je jedind moznost, Ze a =
2,b = 4 nebo symetricky a = 4,b = 2.

Aby se déle prvky 5 a 6 zobrazily v p? sami na sebe, musi se bud oba zobrazit
sami na sebe uz v p, nebo tvorit cyklus o dvou prvcich (5, ¢), (6,d). Pokud by
libovolné z ¢isel byl soucasti delsiho cyklu, slozenim permutace sama se sebou
bychom uZ nedostali (5), resp. (6). Ze struktury p? dale nutné vyplyva, ze ¢ = 6
a d =5, jinak by (d) a (c) nebyly cykly z p*.

Zbyva urcit p(7), ..., p(10). Podobné jako v ptipadé prvki 1,3 odvodime, Ze musi
existovat usek (...,7,e,8,f,9,9,10,h,7,...), resp. cyklus (7,¢,8, f,9, ¢, 10, h, 7),
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Cv. 6.7

Cv. 6.8

Cv. 6.9

ktery ale nejsme schopni pouze s pomoci prvka 7,...,10 zkonstruovat. Z toho
divodu zadna permutace p nesplhuje zadani.

Pozndmka. Znaménko permutace p? je vzdy sudé (pro libovolnou permutaci p),
nebot plati sgn(p?) = sgn(p)sgn(p) = sgn(p)?> = 1. Ale zadand permutace
(1,3)(2,4)(7,8,9,10) ma znaménko (—1)1975 = —1, tudiz nemiize byt druhou
mocninou zadné permutace.

Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Reseni:

Abychom dokézali toto tvrzeni, stac¢i ukazat, ze slozeni dvou permutaci p, g € .S,
je prosté a na. Poté se bude jednat o bijekci na koneéné mnoziné, coz odpovida
definici permutace. Toto ptjde jednoduse dokézat z faktu, ze obé permutace tyto
vlastnosti spliuji.

Prosté: Mé&jme x,y € {1,...,n} a necht plati

(poq)(z) =pla(z)) = plq(y)) = (poq)(y).

Protoze zobrazeni p je prosté, plati, ze nutné ¢(x) = ¢(y). Nyni vyuZzijeme toho,
Ze je prosté ¢ a tedy plati, ze © = y. Tedy i zobrazeni (p o q) je prosté.

Na: Aby platila tato vlastnost, musi pro kazdé z € {1,...n} existovat prvek
y € {1,...,n} takovy, ze (po q)(y) = p(q(y)) = z. Protoze zobrazeni p je
,na“; tak existuje z € {1,...,n} takové, ze p(z) = x. Zaroven z vlastnosti na
permutace ¢ existuje y, ze q(y) = z. Toto y spliwje tedy vztah ¢(p(y)) = x.

Najdéte vsechny symetrie obdélniku, popiste je permutacemi a ovérte, ze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).

Reseni:
Obdélnik ma ¢tyfi symetrie:

identita, ktera odpovida permutaci id = (1)(2)(3)(4),

preklopeni podle svislé osy odpovida permutaci (1,2)(3,4),

preklopeni podle vodorovné osy odpovida permutaci (1,3)(2,4),

otoCeni o 180° odpovida permutaci (1,4)(2, 3).

Snadno ovérime, Ze tato mnozina permutaci je uzaviend na inverze a skladani,
¢ili tvori podgrupu.

Najdéte vSechny symetrie ¢tverce, popiste je permutacemi a ovéifte, ze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).
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Reseni:
Analogické predchozimu cviceni Kromé taméjsich symetrii zde méame navic:

preklopeni podle diagonaly, coz odpovida permutaci (1,4)(2)(3),

preklopeni podle sikmé diagonaly, coz odpovida permutaci (1)(4)(2, 3),

oto¢eni 0 90° ve sméru hodinovych ruci¢ek, coz odpovida (1,2,4,3),

oto¢eni o 90° proti sméru hodinovych ruci¢ek, coz odpovida (1, 3,4,2).

Opét ovérime, ze tato mnozina osmi permutaci je uzaviena na inverze a skladani,
takze tvori podgrupu.
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