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Definice 4.20. Nadrovina v R" je mno#ina viech = takovych, ze {x € R" | a”’z = b} pro
néjaki a €R", a #0,abe R.

Definice 4.21. Poloprostor v R" je mnozina viech x takovych, ze {z € R" | a’x < b} pro
ndjakdi a e R", a #0,abeR.

Nasledujici véta ukazuje zakladni vlastnost konvexnich mnoZin. Je dobré si uvédomit
dulezitost vSech predpokladii; pokud bychom nepozadovali uzavienost nebo omezenost, bylo
by moZné mnoziny oddélit jen slabé, tj. neleZely by uvnitf daného poloprostoru ale mohly by
mit neprazdny prinik s hraniéni nadrovinou.

Véta 4.22 (o oddélovani). Necht C, D C R" jsou neprdzdné, uzaviené, konvexni a disjunktni
a C je omezend. Pak ezistuje nadrovina {x | a’x = b}, kterd silné oddéluje C a D, tj. takovd,
7CC{z|alz<b} aDC{z|aTx > b}.

Dikaz. Vezmeme ¢ € C, d € D tak, 7e jejich vzdilenost ||c — d|| je minimalni. Pokud jsou
obé mnoziny C i D omezené, existence dvojice ¢, d plyne z kompaktnosti mnoZiny C x D v
R?" a spojitosti normy.

Pokud D neni omezena, sta¢i se omezit na dostateéné velkou kouli, aniZ bychom ztratili
dvojice blizkych bodii. Pfesnéji to udélame tak, Ze vezmeme libovolné body ¢’ € C ad' € D
a dale z omezenosti C' néjaké a > 0 takové, ze pro viechna = € C plati || — z|| < «a.
Ozna¢me (3 = ||/ — d'|| a dale D’ prinik D s kouli se stfedem ¢’ a polomérem a + S, tedy
D' ={yeD]|||d-y|| <a+ 8} Mnofina D’ je kompaktni. Pfedpoklddejme nyni, Ze body
z € C ay € D spliji ||z — y|| < B. Pak podle trojuhelnikové nerovnosti plati

I —yll <l -zl +]lz -yl <a+ 5,

ay € D'. Omezenim na D’ tedy neprtijdeme o Zddnou dvojici bodi se vzdalenosti mensi ne?
B = ||/ — d'||- Z kompaktnosti C a D' najdeme dvojici bodt ¢ € C, d € D' s minimalni
vzdalenosti a tato dvojice bodii minimalizuje vzdalenost i pfes d € D.
Provybrané c € C ad € D oznaémea = d-cab = a” (°—+2—9) Pak a’d—aTc = ||a||®> > 0
a tedy plati
alc<b<ald.

Z toho, Ze ||c — d|| je minimalni plyne, Ze pro vechna ¢’ € C plati a’c” < a”c. To nejlépe
nahlédneme geometricky. V opaéném pfipadé by trojihelnik ¢”cd mél u ¢ ostry thel, a proto
x = ¢ +¢(d’ — ¢) pro dostateéné malé € > 0 bude bliz k d nez ¢. Navic z konvexity je ¢ € C
pro € € [0,1], dostali jsme tedy spor s minimalitou ||c — d||.

Obdobné pro viechna d” € D plati aTd” > aTd. Celkové dostavame

alc’ < aTe<b<ald < atd".
a tedy nadrovina {x | aTx = b} silné oddéluje C a D. a

4.3 Konvexni mnohostény

Konvexni mnohostén definujeme jako priinik koneéné mnoha poloprostori, tedy jako mnoZinu
piipustnych FeSeni néjakého linearniho programu. Proto jsou pro optimalizaci mnohostény a
jejich studium dulezité.
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