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12. Bilinearni a kvadratické formy

Cv. 12.1 Jsou nésledujici zobrazeni bilinearni formou? Pokud ano, jde o symetrickou
formu?

(a
(b

) a: R? x R? — R definované a(z,y) = x1ys + 22y1,
)

c) c: R? x R?* = R definované c(z,y) = 23 + 4% + 229y,
)
)

b: R? x R? — R definované b(x,y) = 21y + T,
(

(d
(e

d: R? x R? — R definované d(z,y) = x1y1 + T1y2 + 222%s,
e: R x R™" — R™" definované e(A, B) = AB.

Reseni:

(a) Bilinearni formu muzeme otestovat dvéma zptsoby. Prvni moznosti je otes-
tovat vlastnosti pfimo z definice. Aby bylo zobrazeni a bilinearni, musi pla-
tit linearita v obou slozkach zvlast. Jednoduchymi algebraickymi tipravami
dostavame linearitu v prvni slozce,

aloau + Pv,w) = (auy + Pur)wy + (qus + Bog)wy
= a(uws + ugwy ) + B(viwy + vewy)

— aa(u,w) + Ba(v, w),
stejné jako linearitu v druhé slozce,

a(w,cu + Pv) = wy(aus + Pug) + wa(ou; + Pur)
= a(wyug + watty) + B(wyvy + wavy)
= aa(w,u) + Ba(w,v).

Zobrazeni a je tedy bilinearni forma. To, Ze je a navic symetricka dostavame
opét rozepsanim, prohozenim ¢lenu sc¢itani a nasobent,

a(u,v) = u1ve + UV = v1Ug + vou; = a(v,u).
Druhd moznost. Zobrazeni a je bilinearni forma pravé tehdy, kdyz se da
vyjadrit maticové ve formé a(z,y) = [x]g Alyl g, kde A je matice bilinearni
formy vuci bazi B. Vezmeme-li za B kanonickou bazi, dostavame

a(z,y) = ITAy = 01171Y1 + A12T1Y2 + A21T2Y1 + G22T2Yo.

V nasem piipadé, kdy a(z,y) = x1ys + x2y; dokdZeme koeficienty matice A
urcéit snadno, a;; = agss = 0 a a1 = asp = 1, tedy

A:G 3)

Matice je navic symetricka, tedy i bilinearni forma je symetricka.
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(b)

Linearita v prvni slozce plati. Podivame-li se na linearitu v druhé slozce,
dostavame vyraz

b(w, cu + fv) = wi(auy + Ba) + wr = awus + Pwivs + wo,

ktery se nerovna ab(w,u) + pb(w,v). To naznacuje, ze forma b asi neni
bilinearni, ale k formélnimu potvrzeni musime najit protipriklad. Uvazujme
napitklad z = (1,1)7, y = (1,1)T a a = 2. Potom

b(z, ay) =3 # 4 = ab(z,y).
Forma b tedy neni bilinearni.

Pokusme se nalézt matici C', reprezentujici bilinearni formu ¢ vi¢i kanonické
béazi. Pro tu musi platit, Ze

2T Cy = ciizyn + crat1ys + eonmoys + CoaTays = c(x,y) = 17 + yi + 2x011.

Vidime, Ze dana rovnice nemé pro neznamé koeficienty c;; zadné feSeni,
forma c¢ asi neni bilinearni. Tuto domnénku potvrdime protipiikladem.
Necht z = (1,0)7, y = (1,0)T a @ = 3. Potom

b(x,ay) =10 # 6 = ab(z,y).

Forma ¢ proto neni bilinedrni.

Urcime maticovou reprezentaci, je tedy tfeba najit matici D takovou, aby
platilo

xTDy = di171Yy1 + di2x1Y2 + do1xoys + doaoye = 121y1 + 121y + 222Y0.

Porovnanim jednotlivych ¢lent vidime, Ze rovnost nastane pro matici

11
p=(o )

ktera neni symetrické. Zobrazeni d je tedy bilinearni forma, kterd neni syme-
trickd. Nesymetrii formy opét potvrdime protipiikladem. Uvazujme vektory
r=-¢e; = (1,007, y = e; = (0,1); volime tyto vektory, protoze matice D
je nesymetrickd pro prvky dis # do;. Nyni

d(z,y) =1#0=d(y,x).

Zde nelze mluvit o (bilinearni) formé, protoze zobrazeni e zobrazuje do pro-
storu R"*", které neni télesem. Ale i tak ovéfime, zda je zobrazeni bilinearni
a pripadné symetrické.

Linearita v prvni slozce
e(aU 4+ PV, W) = (aU + V)W = aUW + VW = ae(U, W)+ fe(V, W)

plati diky linearité maticového nasobeni. Obdobné tomu je i s linearitou
v druhé slozce.

Aby platila symetrie, musela by platit komutativita maticového nasobeni,
tedy e(X,Y) = XY =YX = e(Y, X). To vime, Ze obecné neplati, tedy
zobrazeni e je bilinedrni, ale ne symetrické.
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Cv. 12.2 Najdéte matici bilinedrnich forem vzhledem ke kanonické bazi.

(a) b(x,y) = 191 — T1Y2 + 3T2y1 + 222y — 223Y>
(b) b(z,y) = z1y1 — T1Y2 — T2y1 + 2T2y2 + DT2ys + ST3Y2

R

eSeni:
(a) Proni zpisob. Hleddme matici A € R3*3 takovou, aby

3

b(x,y) = a7 Ay = Z @i Y.

4,j=1

Tudiz prvek a;; v matici A je roven koeficientu u z;y; ve vyrazu pro b(z,y).
Takto najdeme matici

1 -1 0
A=13 2 0
0 -2 0

Druhy zpusob vyuziva definici matice bilinearni formy. Podle definice je
a;; = b(e;, e;). Dosazenim opét dostaneme, ze hodnota b(e;,e;) je rovna
koeficientu u z;y;.

(b) Stejnym postupem jako v pfedchozim bodé dostaneme matici bilinearni
formy

Cv. 12.3 Pro nasledujici kvadratickou formu
f(x) = 32F + bxyxe + 523

naleznéte symetrickou bilinearni formu b(x, y), ktera ji indukuje a uved'te b(x, y)
v maticové reprezentaci.

Reseni:
Chceme nalézt symetrickou bilinearni formu
b(w,y) = buim1y1 + biaw1yo + barToys + borTayn

takovou, Ze b(x,x) = f(x). Ze symetrie musi nutné by = by;. Kombinaci obou
podminek dostavame

b(zx,x) = blle + biaw129 + b1ozoT1 + 522953
= bnﬂ?? + 20107172 + b2233§

= 3:5% + bx1x9 + 5:16%.

Snadno nahlédneme, Ze by = 3, bis = by = 2,5 a byy = 5. V maticové reprezen-

taci tedy mame
3 25
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Cv. 12.4 Najdéte matici kvadratické formy
f(z) =222 + 21109 — 20123 — 22925 + T3

vzhledem ke kanonické béazi a vzhledem k bazi B = {(1,1,1)T, (1,1,0)T, (1,0,0)7}.
Pouzijte dva rtizné postupy: z definice a pomoci matice prechodu.

Reseni:
Podobnym zptisobem jako v predchozim cvi¢eni uré¢ime matici kvadratické formy
vzhledem ke kanonické bézi

2 1 -1
A=11 0 -1
-1 -1 1

Pro nalezeni matice C' formy vzhledem k bazi B nejprve budeme postupo-
vat z definice. Symetrickd bilinedrni forma indukujici kvadratickou formu f je
b(z,y) = xT Ay. Nyni vypocitdme jednotlivé prvky matice C ze vzorce Cj; =
b(vi,v;) = vl Av;, kde vq,...,v, jsou vektory dané baze. Konkrétng Cjp =
(1,1,1)A(1,1,0)T = 2 atd., ze symetrie matice sta¢i spocitat diagonalu a horni
polovinu prvki. Dostaneme

Q
|
[
W = N
CIIJOIN

Druhy zpusob nalezeni matice C' spoc¢iva ve vyuziti matice pfechodu. Sestavime
matici pfechodu od baze B do kanonické baze

S = kan[id]B =

— =
O = =
o O =

Potom je matice formy f vzhledem k bazi B rovna

C=STAS =

NN
W = o
DN W N

Cv. 12.5 Pro zobrazeni b: P? x P? — R definované b(p, q) = p(0)q(2) ukazte:
(a) b je bilinearni forma,
(b

(c

(d) najdéte matici formy vzhledem k bazi B’ = {1, x, x?} s vyuZitim té staré.

najdéte matici formy vzhledem k bazi B = {1, 1+, (1 —x)?},

vycislete b(1 — z, 2% — 2z + 2) dvéma riznymi postupy,

)
)
)
)
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Rese

ni:

(a)

Musime ukazat linearitu v prvni a druhé slozce. UkdZeme linearitu v prvni
sloZce, v druhé se to nahlédne analogicky. Pro dva polynomy pi,p; € P?
plati

b(p1 + pa2,q) = (1 +p2)(0) - ¢(2) = (p1(0) + p2(0)) - ¢(2)
= p1(0) - q(2) + p2(0) - ¢(2) = b(p1, q) + b(p2, q).

Podobné pro skalar o« € R méame
b(ap,q) = (ap)(0) - q(2) = a-p(0) - q(2) = a - b(p,q).

Matici A formy b sestrojime z definice. To znamené, ze A;; = b(p;,p;) =
pi(0)p;(2), kde p1, ..., p, jsou polynomy dané baze. Konkrétné napiiklad

Ap=1-1=1,
Agz = (1+0)-(1-2)* =1,
A3o=(1-0)7-(1+2)=3

a tak dale. Dohromady dostaneme

1
A= |1
1

W Ww W

1
1
1

Prvni zptisob vy¢isleni hodnoty je primo z definice:
b(l —x,2° —224+2)=(1-0)-(22-2-2+2)=2

Druhy zpusob vy¢isleni hodnoty je s vyuZzitim matice A bilinearni formy.
Nejprve spocitame soutadnice zadanych polynomi vzhledem k bazi B

[1—2z]p=(2,-1,0)", [2°—22+2]p=(1,0,1)7,
a potom spocitame
b(1 — z, 2% — 22+ 2) = (2,-1,0)A(1,0,1)" = 2.

K vypoctu matice formy vzhledem k jiné bazi potfebujeme sestrojit matici
prechodu mezi bazemi, konkrétné

-1

11 1 1 -1 -3
S=glidy, =101 =2 =0 1 2
00 1 0 0 1

Matice formy vzhledem k bazi B’ pak je rovna

1 2 4
STAS=1(0 0 0
00 0

Vysledek mizeme ovérit tim, ze matici formy vzhledem k bazi B’ spoc¢itame
primo z definice.



