Cvicend z linedarni algebry 2 A7

11. Positivné definitni matice

Cv. 11.1 Otestujte positivni definitnost matic

4 -2 4 1 2 -3
A=|-2 10 1], B=(2 4 1
4 1 6 -3 1 2

pomoci:

(a)
(b)
()

R

rekuretniho vzorce,
Sylvestrova pravidla,

Gaussovy eliminace.

ni:

eSe
(a) Rekurentni vzorec nam fika, Ze symetrickd matice

T
a a
a A
je positivné definitni pravé tehdy, kdyz o > 0 a matice A- éaaT je positivné
definitni. Aplikaci dostavame matici mensi dimenze

et (D)4 = (22 () - ()

K urceni positivni definitnosti této matice aplikujme vzorec jesté jednou.
Dostavame 2 — $3-3" = 1. Pro matici v prostoru R'*! vime, Ze je positivné
definitni pravé tehdy, kdyz je kladna, coz zfejmé hodnota 1 spliuje, matice
A je proto positivné definitni.

Pro matici B postupujeme obdobné. Protoze prvek b;; =1 > 0, vede prvni
krok rekurence na matici

()1 -0 )- (-7

Dle rekurentniho vzorecku tato matice neni positivné definitni (prvek na
pozici (1,1) je 0), tedy ani B neni positivné definitni.

Staci nam zkontrolovat, Ze determinanty v8ech hlavnich vedoucich podmatic
jsou kladné. To jsou matice, kterd vzniknou vyskrtnutim poslednich n — i
radkid a sloupca proi=1,...,n.

Pro matici A se jedné o podmatice

4 -2 4
(4), (_42 102> -2 10 1],
4 1 6

jejichz determinanty se rovnaji hodnotam 4, 36 a 36. Tyto hodnoty jsou
kladné, tedy matice A je positivné definitni.
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Pro matici B se jedna o podmatice
1 2 -3
1 2
(1), (24>, 2 4 1],

jejichz determinanty jsou 1, 0, a —49. Hodnoty nejsou kladné, tedy matice
B neni positivné definitni.

(c) Pri provadéni Gaussovy eliminace musime mit na paméti, Ze mame povo-
lenou pouze operaci pri¢itani o nésobku radku k faddku pod nim. Duvod
najdeme v dikazu pfislusného tvrzeni, ze kterého je zfejmé, ze vyuzivame
vlastnosti rekurentniho vzorce.

Pokud u matice A nejprve odec¢teme piislusné nasobky prvniho radku od
ostatnich a nésledné nasobek druhého od tretiho radku, dostavame matici

—2

O D =
— W

9
0
Ta ma kladnou diagonalu, tedy se jedna o positivné definitni matici.

Postupujeme obdobné pro matici B. Po odecteni prislusného nasobku prv-
niho fadku od radkt pod nim dostavame matici

1 2 -3
00 7
07 =7

Vidime, ze k tomu, abychom dokon¢ili eliminaci potfebujeme prohodit 2. a
3. radek, matice B tedy neni positivné definitni.

Cv. 11.2 Otestujte positivni definitnost nasledujicich matic pomoci vlastnich ¢isel:
@ (1 1):
o (5 )
Reseni:
Positivni (semi-)definitnost muzeme otestovat na zakladé znaménka vlastnich

¢isel. Pro vypocet vlastnich ¢isel matice A € R?*? vyuZijeme vztahtt M\, =
det(A) a Ay + Ay = trace(A) = aq1 + ag.

(a) Dostavame Ao =0a A\ + Xy = 2. Regenfm je tedy dvojice vlastnich ¢isel
0 a 2. Protoze jedno vlastni ¢islo je nulové, matice neni positivné definitni
(je pouze positivné semidefinitni).

(b) Dostavame Aj Ay = 3 a A\; + Ay = 4. Vlastni ¢isla jsou 3 a 1. Matice je tedy
positivné definitni.



Cvicend z linedarni algebry 2 49

Cv. 11.3

Cv. 114

Necht A, B € R™™ jsou positivné definitni.
(a) Ukazte, ze A+ B jsou také positivné definitni.
(b) Jak to bude se skalarnim nasobkem positivné definitni matice?

Reseni:

(a) Protoze matice A, B jsou positivné definitni, plati pro kazdé z € R", z # o
nerovnost 27 Az > 0 a 27 Bz > 0. Tedy i 27 (A+ B)z = 27 Az + 2" Bz > 0.

(b) Vyuzijeme toho, ze z7(aA)xr = ax® Az, a dale také, 7e plati 27 Ax > 0 pro
vSechna x # o. Matice aA tedy bude positivné definitni pro vSechna o > 0.

Otestujte positivni definitnost matice A pomoci Choleského rozkladu.

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

Reseni:

Pro kazdou positivné definitni matici existuje jedina horni trojihelnikova ma-
tice R € R™" s kladnou diagonalou takové, ze A = RT R (Choleského rozklad).
K dokézani positivni definitnosti matice A nam tedy sta¢i nalézt takovou ma-
tici R. Protoze je R dolni trojihelnikova matice, vime, ze ¢ast prvki tvori nuly.

4 -2 4 e 0O O e o o
A=1-2 10 1| =|e e 0 0 o o| =RTR.
4 1 ©6 e o o 00 e

Ur¢ime nejprve prvek r1. Protoze prvek a;; je dan maticovym nasobenim prv-
niho Fadku matice RT s prvnim sloupcem matice R, miizeme zapsat a;; =
T2, + 13 + 13, Prvky 791, 731 se nicméné rovnaji nule, tedy plati 4 = a;; =73 a
proto r1; = 2 (fakticky mame dvé moznosti: 2 a —2, ale hodnotu 2 volime proto,
ze L musi mit kladnou diagonélu).

4 -2 4 2 00 2 o e
—2 10 1| =1]e e 0 0O o e
4 1 6 o o o 0 0 e

Vimnéme si, Ze kdyz budeme pokracovat v nasobeni prvniho fadku matice R
se zbylymi sloupci R, kvili nulam v prvnim radku dostaviame rovnici ay, =
(RT)11(R)1x = 2r1p. Diky té snadno uréime prvky v prvnim sloupci matice RT
jako RT} = fay.

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1] =11-1 e O 0 e
4 1 6 2 e e 0 O

Pokracujeme vypoctem ry5. Podobné jako pri urc¢ovani predchoziho diagonélniho
prvku, dostavame vynéasobenim druhého Fadku matice R a druhého sloupce
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Cv. 11.5

matice R rovnici 10 = ag = 1%, + 135 + 13, = (—1)* + r3, + 0% Po tprave
dostavame 73, = 9 a tedy 79 = 3 kvili positivité diagonaly.

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1)=1-1 3 0 0 3 e
4 1 6 2 e o 0 0 e

Diky tomu, Ze druhy fadek matice R” je kompletni, mizeme dopoéitat podobné
jako predtim i druhy sloupec R, a to z rovnice ass = (R )s.(R).3.

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1)=1-1 3 0 0 3 1
4 1 6 2 1 e 0 0

Cely postup opakujeme jesté jednou pro tieti sloupec matice R. Nejprve z rovnice
33 = i3 + I35 + 735 spocitame diagonalni prvek r33 = 1. Dostévame rozklad

4 =2 4 2 00
A=|[-2 10 1) =1-1 3 0
4 1 6 2 11

-1
3
0

S O N

2
1| =R'R.
1

Uvédomme si dale, ze jsme v pribéhu konstrukce nikdy neméli na vybranou
z vice moznosti, jaky prvek pro libovolné r;; zvolit. Jedina situace byla, kdyz
jsme urcovali diagonalni prvky, ale protoze diagonéla musi byt kladna, méli jsme
stejné jen jedno feSeni. Tedy matice R je dédna jednoznacné a proto je matice A
positivné definitni.

Naleznéte Choleského rozklad nésledujicich matic, nebo zduvodnéte, ze nejsou
positivné definitni.

1 -3 2 o 1 2 -3
A=[-3 13 2 ,B:(" ”) c=12 4 1
2 2 21 1

Resend:

Matice A a B jsou positivné definitni a jejich Choleského rozklad je

1 0
A=R\Ry=1-3 2 2
2 4 0

0

I L, I
_ pT _ n n n
B =Rpls = <In 2In) (0 21n> '

Pro matici B jsme postupovali stejnym zptsobem, jenom misto s ¢isly jsme
pracovali s maticovymi bloky.

-3

0\ /1 2
o] [o 4],
1/ \o 1

Matice C naopak neni positivné definitni. Nahlédnout to miuZeme z toho, Ze
konstrukce Choleského rozkladu selze. Postupujeme az do okamziku, kdy mame

1 2 =3 1 00 1 2 -3
C=12 4 1 |=|2 e 0 0 o o
-3 1 2 —3 o o 0 0
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Cv. 11.6

Cv. 11.7

Pro vypocet prvku (R¢)a totiz plati, ze 4 = 2-2+(R¢)3,, tedy (R¢)22 by mél od-
povidat hodnoté 0, coz neni kladna hodnota, jak je pozadovédno po diagonalnich
prvcich matice Re.

Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici
1 2 -1
A=12 5 =2
-1 -2 2

Reseni:

Protoze matice A je positivné definitni, 1ze ji rozlozit do tvaru A = RT R. Pro jeji
inverzi tedy plati A™' = (RTR)™! = R™'(R")~'. Misto pocitani inverze piimo
tedy muzeme spocitat nejprve Choleského rozklad, nasledné inverzi horni trojua-
helnikové matice R a na zavér vzniklou inverzi R~! vynasobime s jeji transpozici,

nebot (RT)™! = (R71)T.

Choleského rozkladem spocitame

Potom invertujeme matici R klasickym zptsobem:

1 00
R'=[-210
1 01
Nakonec vyjadiime hledanou inverzi
6 -2 1
A'=R*RYHY' =2 1 0
1 0 1
Pomoci Choleského rozkladu vyreste soustavu Az = b, kde
4 -2 2 2
A=[-2 2 =3|, b=|-2
2 -3 6 5

Reseni:

Pokud vyjadifme matici A = RT R pomoci Choleského rozkladu, mtizeme vytesit
soustavu Az = b ve dvou krocich. Nejprve vyfesime soustavu Ry = b, a nasledné
soustavu Rz = y. Vyhodou tohoto postupu je, Ze matice R a RT jsou trojthel-
nikové, takze pro vyfeSeni soustav nemusime provadét Gaussovu eliminaci, ale
rovnou provedeme zpétnou resp. dopfednou substituci (u doptedné substituce, tj.
v piipadé matice RT, postupujeme od prvni proménné po poslednf). Dostavame

4 =2 2 2 0 0\ /2 -1 1

A=|-2 2 =3]=[-1 1 o0 0 1 —-2|=R"R.
2 -3 6 1 -2 1/ \0o 0 1



52 11. Positivné definitni matice
Soustava RTy = b je tvaru
2 0 0] 2
-1 1 0]|-2
1 =2 1| 5
a ma fefeni y = (1, —1,2)T. Po dosazeni do Rz = y dostavame soustavu
2 -1 1 1
0 1 -2|-1],
0 O 1| 2
kterd ma feseni z = (1, 3,2)7.
Cv. 11.8 Ukazte, ze kazda symetrickd matice A se da zapsat jako rozdil dvou postivné

definitnich matic, tedy A = P — R, kde P, R jsou positivné definitni.

Resent:

KaZda realna symetrickd matice méa spektralni rozklad A = QT DQ, kde Q je
ortogonalni matice a D je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly ;¢ = 1,...,n,
na hlavni diagonale. Ozna¢me p = max |Ai| & definujme D := (1 + p)I.

Matice P := QT (D + D)Q je positivné definitni, nebot je symetrickd a ma
vSechna vlastni ¢isla kladné, stejné tak i matice R := QT DQ.

Zarovén dostavame P — R = QT (D + D — D)Q), diky distributivité maticového
nasobeni. Tedy P — R = Q' DQ = A.



