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10. Ortogonální projekce a ortogonální dopln¥k

Ortogonální projekce

Cv. 10.1 Uvaºujme standardní skalární sou£in v Rn a p°ímku p = span{y}.

(a) Najd¥te bod x′ na p°ímce p, který je nejbliº²í bodu x ∈ Rn.

(b) Porovnejte velikost projekce x′ a vektoru x.

(c) Najd¥te projekci vektoru x = (3,−2, 5)T na p°ímku se sm¥rnicí y = (2, 1, 1)T .

�e²ení:

(a) Na p°edná²ce byla de�nivana ortogonální projekce vektoru u ∈ U do podprostoru
V b U se skalárním sou£inem a ortonormální bází BV = (b1, . . . , bn) jako
pV (u) =

∑n
i=1〈u, bi〉bi.

P°ímka p má ortonormální bázi B = ( y
‖y‖). Takºe bod x′ odpovídá kolmé

projekci x na p°ímku p, která se dá vyjád°it jako

x′ =
〈
x, y
‖y‖

〉
y
‖y‖ =

〈x, y〉
〈y, y〉

y.

(b) Platí

‖x′‖ =

∥∥∥∥〈x, y〉〈y, y〉
y

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣〈x, y〉〈y, y〉

∣∣∣∣ ‖y‖ =
|〈x, y〉|
‖y‖2

‖y‖ =
|〈x, y〉|
‖y‖

.

Zárove¬ m·ºeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ p°epsat
do tvaru

|〈x, y〉|
‖y‖

≤ ‖x‖,

coº dohromady dává ‖x′‖ ≤ ‖x‖. To znamená, ºe norma kolmé projekce je
vºdy shora omezena normou p·vodního vektoru.

(c) V zásad¥ dosadíme do vzore£ku pro projekci konkrétní hodnoty. Spo£ítáme

〈x, y〉 = 3 · 2− 2 · 1 + 5 · 1 = 9, 〈y, y〉 = 2 · 2 + 1 · 1 + 1 · 1 = 6.

Projekce tedy odpovídá vektoru 〈x,y〉〈y,y〉y = 3
2
y = 3

2
(2, 1, 1)T .

Cv. 10.2 Ur£ete vzdálenost bodu A = [5, 5, 3, 3] od roviny ρ procházející po£átkem a body
B = [0, 1,−1, 0] a C = [4,−2, 2,−1].

�e²ení:

Spo£ítáme projekci A′ bodu A do roviny ρ a hledaná vzdálenost je potom
vzdálenost A od A′.

Abychom postupovali podle standardního postupu, ozna£me vektory

a = (5, 5, 3, 3)T , b = (0, 1,−1, 0)T , c = (4,−2, 2,−1)T .
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Pro vyjád°ení projekce pot°ebujeme ortonormální bázi roviny ρ = span{b, c}.
Budeme tedy postupovat Gramovou�Schmidtovou ortogonalizací aplikovanou na
vektory b, c:

z1 := 1
‖b‖b =

√
2
2

(0, 1,−1, 0)T ,

y2 := c− 〈c, z1〉z1 = (4,−2, 2,−1)T − (−2
√

2)
√
2
2

(0, 1,−1, 0)T = (4, 0, 0,−1)T ,

z2 := 1
‖y2‖y2 =

√
17
17

(4, 0, 0,−1)T

a dostaneme ortonormální bázi z1, z2. Projekce a′ vektoru a do roviny ρ má
potom tvar

a′ = 〈a, z1〉z1 + 〈a, z1〉z1
=
√

2
√
2
2

(0, 1,−1, 0)T +
√

17
√
17
17

(4, 0, 0,−1)T

= (4, 1,−1,−1)T .

Nakonec spo£ítáme poºadovanou vzdálenost a od a′ jako

‖a− a′‖ = ‖(5, 5, 3, 3)T − (4, 1,−1,−1)T‖ = ‖(1, 4, 4, 4)T‖ = 7.

Záv¥r: Vzdálenost bodu A od roviny obsahující o, B a C je 7.

Cv. 10.3 P°i standardním skalárním sou£inu ur£ete vzdálenost c ∈ Rn od podprostoru
aTx = 0, kde o 6= a ∈ Rn.

�e²ení:

Vzdálenost c od nadroviny aTx = 0 se rovná vzdálenosti c od jeho projekce cn
na tuto nadrovinu, tedy norm¥ vektoru c− cn. Výpo£et ale výrazn¥ usnadníme,
pokud si uv¥domíme, ºe vektor cp = c − cn je vlastn¥ projekce vektoru c na
p°ímku danou normálovým vektorem nadroviny, coº je p°ímka span{a}. Projekci
na p°ímku span{a} umíme jiº vyjád°it jako

cp =
〈c, a〉
〈a, a〉

a =
cTa

‖a‖2
a.

Velikost tohoto vektoru je rovna hledané vzdálenosti

‖cp‖ =

∥∥∥∥ cTa‖a‖2a
∥∥∥∥ =
|cTa|
‖a‖2

‖a‖ =
|cTa|
‖a‖

.

Ortogonální dopln¥k

Cv. 10.4 Pro vektorový prostor V ur£ete V ⊥, {0}⊥, {}⊥.

�e²ení:

Ortogonální dopln¥k prostoru V má z de�nice tvar

V ⊥ := {x ∈ V ; ∀y ∈ V : 〈x, y〉 = 0}.
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�ádný nenulový vektor není kolmý sám na sebe, protoºe podle de�nice skalárního
sou£inu je 〈x, x〉 > 0 pro libovolné x 6= o. To znamená, ºe V ⊥ obsahuje pouze
nulový vektor, £ili V ⊥ = {o}.
Kaºdý vektor je kolmý na nulový vektor, £ili 〈x, o〉 = 0. Proto {0}⊥ = V .

V posledním p°ípad¥ máme {}⊥ = V , protoºe na vektory x ∈ V neklademe
ºádnou podmínku. Neexistuje totiº vektor v {}, na který by musel být x kolmý.

Cv. 10.5 Spo£ítejte ortogonální dopln¥k vektoru u = (1, 0, 0,−2)T do podprostoru V =
span{v, w} = span{(1, 2, 4, 0)T , (0, 1, 2, 1)T}.

�e²ení:

Ortogonální dopln¥k vektoru u do podprostoru V je vektorový podprostor, který
m·ºeme formáln¥ vyjád°it jako

{u}⊥ = {x ∈ V ; 〈u, x〉 = 0}.

Protoºe V má dimenzi 2 a u není nulový prostor, {u}⊥ má dimenzi 1, lze tedy
vyjád°it ve tvaru {u}⊥ = span{y}, kde y ∈ V a zárove¬ y ⊥ u. Protoºe u, y
jsou nenulové ortogonální vektory, jsou zárove¬ lineárn¥ nezávislé a tedy tvo°í
bázi prostoru V . Z toho vyplývá, ºe sta£í vzít vektor u, doplnit ho na bází V
a následn¥ provést Gram-Schmidtovu ortonormalizaci v po°adí, kdy zachováme
sm¥r vektoru u. Konkrétn¥, nap°íklad vezm¥me u, v a prove¤me ortonormalizaci.
Dostáváme

y = v − 〈v, u〉
〈u, u〉

u = (1, 2, 4, 0)T − 1

5
(1, 0, 0,−2)T =

1

5
(4, 10, 20, 2)T .

V²imn¥me si, ºe vektor y nemusíme pro na²e pot°eby normovat, protoºe uº v tuto
chvíli jednozna£n¥ ur£uje {u}⊥.
Poznámka. Aby úloha byla dob°e de�novaná, musí platit u ∈ V . To m·ºeme
ov¥°it standardním zp·sobem, kdy vektor u vyjád°íme jako lineární kombinaci
vektor· v, w. V tomto p°ípad¥ m·ºeme ov¥°ení u£init také a posteriori tak, ºe
vyjád°íme vektor w pomocí vektor· u, y. Protoºe vektory u, y jsou ortogonální,
sta£í ov¥°it platnost Fourierova rozvoje

w =
〈w, u〉
〈u, u〉

u+
〈w, y〉
〈y, y〉

y.

Cv. 10.6 Bu¤

A =

(
1 2
−1 −2

)
.

Najd¥te R(A), Ker(A) a nakreslete je do obrázku.

�e²ení:

�ádkový prostor matice R(A) je generovaný °ádky matice A. Okamºit¥ vidíme,
ºe °ádky matice jsou na sob¥ lineárn¥ závislé, proto m·ºeme °ádkový prostor
vyjád°it nap°íklad jako R(A) = span{(1, 2)T}.
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Jádro matice Ker(A) = {x ∈ R2; Ax = 0} odpovídá mnoºin¥ °e²ení soustavy
Ax = 0. Odstup¬ovaný tvar matice A je nap°íklad(

1 2
0 0

)
,

tedy mnoºina °e²ení je p°ímka Ker(A) = span{(−2, 1)T}. V obrázku jsou
znázorn¥ny oba prostory R(A), Ker(A) jako dv¥ na sebe kolmé p°ímky. Obrázek
tedy ilustruje vlastnost, ºe tyto prostory jsou navzájem ortogonálními dopl¬ky.


