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10. Ortogonalni projekce a ortogonalni doplnék

Ortogonalni projekce

Cv. 10.1 Uvazujme standardni skalarni sou¢in v R™ a piimku p = span{y}.

(a) Najdéte bod z’ na piimce p, ktery je nejblizsi bodu = € R™.
(b) Porovnejte velikost projekce 2’ a vektoru z.

(c) Najdéte projekci vektoru x = (3, —2, 5)T na p¥imku se smérnici y = (2,1, 1)7T.

Resent:

(a) Na predndSce byla definivana ortogondlni projekce vektoruu € U do podprostoru

V € U se skaldrnim soucinem a ortonormdlni bizi By = (by,...,b,) jako
pv(u) =370, (u, bi)bi.
Piimka p ma ortonorméalni bazi B = (%;). Takze bod 2z’ odpovida kolmé

[yl
projekci x na piimku p, ktera se da vyjadrit jako
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(b) Plati
N ) O 2 V0 WO (2% 721 IV LG8 )
]l = = Iyl = =51yl = :
{v,9) (v, 9) Iyl 1yl
Zaroven muzeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost [(x,y)| < ||z|| - ||y|| pFepsat
do tvaru (9]
L,y
< [l[I;
[yl

coz dohromady dava [|2'|| < ||z]|. To znamen4, Ze norma kolmé projekce je
vzdy shora omezena normou pivodniho vektoru.

(c) V zéasadé dosadime do vzorecku pro projekci konkrétni hodnoty. Spocitame
(r,y) =3-2—-2-145-1=9, (y,y)=2-2+1-1+1-1=6.

Projekce tedy odpovid4 vektoru %y =3y =2(2,1,1)".

Cv. 10.2 Urc¢ete vzdalenost bodu A = [5, 5, 3, 3] od roviny p prochazejici po¢atkem a body
B=[0,1,-1,00a C = [4,-2,2, —1].
Reseni:
Spocitame projekci A’ bodu A do roviny p a hledana vzdalenost je potom
vzdélenost A od A’.

Abychom postupovali podle standardniho postupu, ozna¢me vektory

a=(55337% b=(0,1,-1,07, c=(4,-2,2, -1
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Pro vyjadieni projekce potiebujeme ortonormalni bazi roviny p = span{b, c}.
Budeme tedy postupovat Gramovou—Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na
vektory b, c:

13 _ 2 T

Z1 = Wb = 7(0, 1, —1,0) s

Yo =c— (e, z1)21 = (4,-2,2,—1)7 — (—2v/2)2(0,1,—1,0)” = (4,0,0, —1)7,

2= i = 42 (4,0.0,-1)7

a dostaneme ortonorméalni bazi z1,2,. Projekce a’ vektoru a do roviny p méa
potom tvar

a = {a,z1)z + (a,21)21
= v2%22(0,1,-1,0)T + V177 (4,0,0, —1)7
=(4,1,-1,-1)".

Nakonec spocitame pozadovanou vzdalenost a od a’ jako
||CL - a,H = ||(57 9,3, 3)T - (47 L, -1, _1)T|| = ||(1747474)T|| =T.
Zaveér: Vzdalenost bodu A od roviny obsahujici o, B a C je 7.

Cv. 10.3 Pii standardnim skalarnim souc¢inu urcete vzdélenost ¢ € R™ od podprostoru
a’z =0, kde 0 # a € R™.

Reseni:

Vzdalenost ¢ od nadroviny a’z = 0 se rovna vzdalenosti ¢ od jeho projekce ¢,
na tuto nadrovinu, tedy normé vektoru ¢ — ¢,,. Vypocet ale vyrazné usnadnime,
pokud si uvédomime, Ze vektor ¢, = ¢ — ¢, je vlastné projekce vektoru c na
pfimku danou normélovym vektorem nadroviny, coz je piimka span{a}. Projekci
na pfimku span{a} umime jiz vyjadrit jako

(c,a) cla

cp = a= a.
"o {aa) lal?

Velikost tohoto vektoru je rovna hledané vzdalenosti
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Ortogonalni doplnék
Cv. 10.4 Pro vektorovy prostor V uréete V-, {0}+, {}+.

Reseni:
Ortogonalni doplnék prostoru V' ma z definice tvar

Vi={z eV ;WeV: (ry) =0}
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Cv. 10.5

Cv. 10.6

Zédny nenulovy vektor neni kolmy sam na sebe, protoze podle definice skalarniho
soucinu je (z,x) > 0 pro libovolné x # o. To znamend, Ze V- obsahuje pouze
nulovy vektor, ¢ili V4 = {o}.

Kazdy vektor je kolmy na nulovy vektor, ¢ili (x,0) = 0. Proto {0}* = V.

V poslednim p¥ipadé mame {}+ = V, protoze na vektory x € V neklademe
zadnou podminku. Neexistuje totiz vektor v {}, na ktery by musel byt x kolmy.

Spocitejte ortogonalni doplnék vektoru u = (1,0,0,—2)7 do podprostoru V =
span{v, w} = span{(1,2,4,0)T,(0,1,2,1)7}.

Reseni:
Ortogonalni doplnék vektoru u do podprostoru V' je vektorovy podprostor, ktery
muzeme formalné vyjadiit jako

{u}y* ={z €V ; (u,z) = 0}.

Protoze V mé dimenzi 2 a u neni nulovy prostor, {u}+ ma dimenzi 1, lze tedy
vyjadiit ve tvaru {u}t = span{y}, kde y € V a zéaroveir y L u. Protoze u,y
jsou nenulové ortogonalni vektory, jsou zaroven linearné nezavislé a tedy tvoii
bézi prostoru V. Z toho vyplyva, ze staci vzit vektor u, doplnit ho na béazi V'
a nasledné provést Gram-Schmidtovu ortonormalizaci v pofadi, kdy zachovame
smér vektoru u. Konkrétné, napiiklad vezméme u, v a provedme ortonormalizaci.
Dostavame

(v, u)

(u, u)

1 1
y=v— u=(1,2,4,0)" — 5(1, 0,0,—2)" = g(4, 10,20,2)".
Vsimnéme si, ze vektor y nemusime pro nase potfeby normovat, protoze uz v tuto
chvili jednoznacéné urcuje {u}t.

Pozndmka. Aby uloha byla dobie definovana, musi platit © € V. To muzeme
ovérit standardnim zptsobem, kdy vektor u vyjadiime jako linedrni kombinaci
vektori v, w. V tomto pfipadé miazeme ovéreni ucinit také a posteriori tak, ze
vyjadiime vektor w pomoci vektori u,y. Protoze vektory u,y jsou ortogonalni,
stacCi ovérit platnost Fourierova rozvoje

(w,u) ~— (w,y)

U T

(),

Najdéte R(A), Ker(A) a nakreslete je do obrazku.

Bud

Reseni:

Radkovy prostor matice R(A) je generovany fadky matice A. Okamzité vidime,
ze Tadky matice jsou na sobé linedrné zavislé, proto muzeme radkovy prostor
vyjadrit napitklad jako R(A) = span{(1,2)7}.
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Jadro matice Ker(A) = {z € R? Az = 0} odpovidd mnoZiné feeni soustavy
Az = 0. Odstupfiovany tvar matice A je napiiklad

1 2
0 0/’
tedy mnozina feSeni je pifmka Ker(A) = span{(—2,1)T}. V obrazku jsou

znazornény oba prostory R(A), Ker(A) jako dvé na sebe kolmé piimky. Obrazek
tedy ilustruje vlastnost, ze tyto prostory jsou navzijem ortogonalnimi dopliky.



