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9. Gramova—Schmidtova ortonormalizace, ortogonalni

Cv. 9.1

Cv. 9.2

projekce

Urcete koeficienty linearni kombinace vektoru v = (3,2,1)7 vii¢i ortonormélni
bazi B = {(1,1,0)", 55(-1,1,0)", (0,0,1)"}.

Resent:

Standardni zptisob vypoctu koeficientt linedrni kombinace (tedy soutadnic vek-
toru v vaci dané bazi B) vede na FeSeni soustavy linearnich rovnic
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Protoze se jedna o ortonormalni bézi, mtuzeme vyuzit Véty o Fourierovych koefi-
cientech, tedy toho, ze lze koeficienty vyjadrit snadnéji pomoci tzv. Fourierovijch
koeficientt jako v = >~ (v, ;) z;, kde 21, ..., z, je ortonormalni baze.

Aplikaci vzorce dostavame hledané (Fourierovy) koeficienty:

o ar=(v,21) =((3,2,1)", 5(1,1,00") = 7,
o ay = (v,29) = ((3,2,1)T %( 1,1,0)T) = %,
o a3 =(v,23) = ((3,2,1)",(0,0,1)") = 1,

neboli [v]z = (\%, \/ii,l)T.

Bud z; = (1,1,0)7, 2, = (1,1,1)T, pomoci Gramovy—Schmidtovy ortonormali-
zace:

(a) ortonormalizujte vektory v poradi z, 3,

(b) ortonormalizujte vektory v poradi xq, x.
Reseni:
Cilem tlohy je uvédomit si, ze u Gramovy—Schmidtovy ortonormalizace zalezi
na tom, v jakém potadi vektory ortogonalizujeme. V obou pfipadech dostaneme

spravnou ortonorméalni bazi prostoru span{zi, zs}, ale pokazdé se ta baze bude
skladat z raznych vektorii.

(a) Ortogonalizace v poradi x1, zs:

e normalizujeme y; = z1: ||y1|| = V2 a odtud 2z, = Tar \%(1, 1,0)T.
o Yo = 19— (T, 21) 21, kde (w9, 21) = \%, proto i, = (1,1,1)7 —\%\/Lﬁ(l, 1,0

tedy Y2 = <07 07 l)T
e normalizujeme ys: [|y2]| = 1 a dostaneme 2z, = yo = (0,0, 1)7.

Hledan4 ortonormalni baze je tedy \%(1, 1,0)7, (0,0,1)T.
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Cv. 9.3

Cv. 94

(b) Ortogonalizace v pofadi xs, r; vede na dvojici vektort

=1L S(1,1,-2)"
V prostoru R?* se standardnim skaldrnim souc¢inem naleznéte pomoci Gramovy—
Schmidtovy ortonormalizace ortonormalni bazi B = {z1, ..., 2, } fadkového pro-
storu matice

W =~ =
~ = =

Resend:

Aplikujeme Gramovu—Schmidtovu ortonormalizaci na fadky matice A, tedy na
vektory z; = (1,1, 1, )T, 2o = (4,1,4, D)7, 23 = (1,2,3,4)7.

Algoritmus Gramovy—Schmidtovy ortonormalizace pracuje iterativné, kdy v kazdé
iteraci nakolmi vektor na mnozinu jiz zortonormalizovanych vektorta. Konkrétné,
v i-té iteraci nejprve odec¢te od vektoru z; jeho kolmou projekci do prostoru
span{zi,..., %1} jiz difve ortonormalizovanych vektorii a dostaneme vektor
Y = X5 — Z;;ll (@i, z;)z;. Nésledné tento vektor normalizuje: z; = m
Jednotlivé kroky Gramovy-Schmidtovy ortonormalizace jsou:

e normalizujeme y; = 21: ||y1]| = V4 =2 a odtud z, = (

o (13,21) =5 aprotoy, = (4,1,4, 1)1 —=5(3,3,%,3)" =

e normalizujeme yo: ||y2| = 3 a dostaneme 2z, = (1, -1, 1 —1)7.

o (x3,21) =5, (r3,22) = —1 a tedy
Ys = (1’ 2’ 3’ 4)T - 5(%7 %’ %’ %)T + 1(%7 _%7 %a _%)T = (_17 _17 17 1)T
e normalizujeme ys: ||ys| = 2 a mame z3 = (—3, —

Regenim je ortonormalni béze B = {(%, %, %, %)T, (%, —%, %, —%)T, (—%, —%, %, %)T}
Pozndmka. Ctenar mize dale overit, ze vektory zi, 2o, 23 jsou skuteéné na sebe
navzajem kolmé a maji jednotkovou velikost. To poslouzi i jako diléi (a obvykle
postacujici) zkouska spravnosti vysledku. Kdybychom chtéli mit skutecnou jis-
totu, ze vysledek je spravné, museli bychom jesté ukazat, ze vektory zi, 2o, 23
generuji prostor R(A). To lze prokazat napiiklad ovéfenim rovnosti z véty o Fou-
rierovych koeficientech, tedy rovnosti x; = Z?:1<xk, zi)z3 pro k=1,2,3.

Rozsifte ortonormalni bézi z predchoziho piikladu na ortonormalni bazi R*.

Resend:

Abychom rozsitili bazi fadkového prostoru matice A na bazi celého prostoru R*,
miizeme napiiklad matici nejprve prevést do odstupnovaného tvaru. Tim se do-
zvime pozice nebézickych sloupcii, pro které priddme odpovidajici kanonické
vektory. Odstupnovany tvar matice A je
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Cv. 9.5

Cv. 9.6

Nebazicky je pouze posledni sloupec, proto staci piidat x4 = (0,0,0,1), ¢imz
ziskame rozsifeni na bazi R*. Pokud aplikujeme Gramovu-Schmidtovu ortonor-
malizaci na puvodni fadky matice a vektor e, pfiddme na konec, bude ortonorma-
lizace pro prvni tfi vektory probihat stejné. Muzeme proto aplikovat Gramovu-
Schmidtovu ortonormalizaci rovnou na vektory zi, 29, 23, x4, ¢imz ziskame hle-
dané rozsiteni na ortonormalni bézi.

Konkrétné staci dopocitat pouze nakolmeni a normovani x:

i <l‘47Z1> = %7 <[E4722> = _%7 <$4723> = %7 a tudiz
= 0.0.0.07 ~ 30137+ 2 —h b~ — Hh—b 337
- (b -1 AP
e normalizujeme yy: ||y4| = 3 a ziskdme 2z = (3, -3, —3,3)"

Druhy zpisob vyuziva faktu, ze Vo € Ker A : v L y Vy € R(A), tedy vSechny

vektory z jadra dané matice jsou kolmé na vSechny vektory z fadkového prostoru

této matice. Jadro snadno vypocitame z odstupniovaného tvaru matice A, tedy

dostavame Ker A = span{(1,—1,—1,1)T}. Nyni staci vektor v = (1, —1,—1,1)T
v 1

normalizovat a dostaneme hledany vektor z4 = o= 5(1,-1,-1,1)7.

Najdéte ortonorméalni bazi podprostoru R? popsaného rovnici x —y + z = 0.
Reseni:

Mnozina feSeni soustavy ma tvar {(a — b,a,b) : a,b € R}. Jedna z moZnych
bazi je proto x; = (0,1,1)T, 25 = (1,1,0). Po znormalizovani prvniho vektoru

dostaneme

01T 1 P
Zl—m_%(o’l,l) .

Po odecteni projekce <x2, 21>zl od vektoru zy dostavame

Nyni staci normalizovat vektor y, = (1, %, —%)T. Ten ma normu /3/2. Tedy
druhy vektor ortonormalni baze je

T
Rz = 2. (17 %a _%) = %@(27 17 _1)T

Poznamenejme, Ze feSeni tlohy se miize lisit v zavislosti na volbé baze.

Uréete ortogonalni projekci ps(a) vektoru a = (2,2, 1,5)7 do podprostoru gene-
rovaného ortonormalnimi vektory

5= {53147 Gmb b7, (Ch-b147)
Dale urcete soufadnice této projekce [pg(a)|s vzhledem k bazi B.

Resendi:
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Protoze B je ortonormaélni bazi daného podprostoru, mizeme postupovat pfimo
podle véty o projekci, které tika, Zze

kde
_ (11 1 I\T _ (1L _11 _1I\T _(_1 _111
Z1—(§;§;§7§) ) 22—(57—57@—5) ) Z3_(_§7_§7§7§
Spocitame Fourierovy koeficienty

(a,z1) =5, (a,z2) =—2, (a,z3)=1.

Hledané projekce pg(a) se uréi jako

3
pg(a) = Z(a, Zi)zi = b2 — 229 + 123 = (1,3,2,4)T.

=1

Déle vime, Ze soufadnice vektoru pg(a) vzhledem k bazi B = {z1, 22, 23} odpo-
vidaji Fourierovym koeficientiim, a tedy [ps(a)]z = (5, —2,1)7.

Pro skalarni soué¢in (x,y) == 2x1y; + 1y2 + T2y1 + T2yo zortonormalizujte vektory
Ty = (170>T7 Ty = (17 1>T

Reseni:
Diilezité je uvédomit si, ze postup Gramovy-Schmidtovy ortonormalizace se nijak
nemeéni. Lisit se budu pouze vypocet skalarniho souc¢inu (z,y) a jim indukované

normy |z = /T, 2).

V prvnim kroku normalizujeme vektor (1,0)7. Plati, Ze

11,0)71| = /223 + 2wy + 3 = V2 1242 104102 = v2,

proto z; = 75(1,0)". Dale

<x2’zl>:2.1.\/L§+1.1.0+1.1.\/L§+1.1.0:\/%7

z ¢ehoz
Y2 = (17 1)T - %%(170)71 - (_%’ 1)T

Protoze

I3 071 =2 (G +2- (=D 141 2=,
ma druhy vektor ortonormélni baze hodnotu 2z, = ‘/Tﬁ(—%, T = \%(—1, 2)T.
Miizeme opét provést (diléi) zkousku a overit, ze vysledné vektory zp, zo jsou na
sebe kolmé v prislusném skalarnim souc¢inu, tedy (z1, z) = 0.



