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8. Skalarni soucin, norma

Standardni a nestandardni skaldrni soucin

Cv. 8.1 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni predstavuji skalarni soucin na prostoru R?:

(a) (x,y) = z1y1 + 221Y2 — 2291 + 572y,
(b) (z,y) = —m1y1 + T1y2 + T2y1 + 42y,
(¢) (z,y) = 1Yz + Tay1 + 4T2Ya,
(d) (@,y) = 21y1 + 221y + 222y1 + S22y
Resent
(a) Ne, protoZe nenf splnéna symetrie. Napiiklad pro z = (1,0)T, y = (0,1)T

je
(a:,y) =2 7é —2= <y,:v>,

(b) Ne, protoze neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho sou¢inu. Na-
piiklad pro z = (1,0)T je (z,x) = —1, coZ neni kladna hodnota.

(c) Ne, protoze neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho sou¢inu. Na-
piiklad pro z = (1,0)7 je (z,x) = 0 coz nenf kladna hodnota.

(d) Ano. Musime ovéfit vlastnosti skalarniho soucinu:

e Prvni vlastnost z definice. Upravme

(x,x) = 121 + 22129 + 22911 + DT2To
= 22 + 4z119 + 525 = (21 + 272)? + 235 > 0.
Hodnota je nulova pouze tehdy, kdyz jsou oba séitance nulové, tedy

kdyz

T1+ 225 =0 a zaroven 1z, = 0.

To nastane pouze pro x = (0,0)7, ¢im# je prvni vlastnost dokazana.

e Vlastnost se souctem (x + y, z) = (x, z) + (y, z) plati, protoze

(x4+y,z) = (z1 +y1)z1 + 2(x1 + 1) 22 + 2(22 + y2)21 + 5(xe + y2) 29,
<.CE, Z> + <ya Z> = (33'12’1 + 21'122 + 255221 + 5.T222)
+ (y121 + 2y129 + 2y221 + DYa2o).

e Vlastnost s nasobky (ax,y) = a(y, z) plati, protoze

(ax,y) = axiy; + 20x1ys + 200w2y; + Haxays,
alx,y) = a(x1yr + 221y + 22291 + 5T2Ys).

e Symetrie: (x,y) = (y, x) plati, protoze

(,y) = T1y1 + 2212 + 222Y1 + DT2yo,
(y, ) = 1121 + 25122 + 2yox1 + 5Y2a.



36 8. Skaldarni soucin, norma

Cv. 8.2 Pii pouziti standardniho skalarniho sou¢inu v R* spoéitejte pro vektory x =
(1,1,1, )T ay = (1,2,4,2)7:

(a) skalarni soucin (z,y),

(b) normy |||l [[yll,
(c) vzdalenost x od y.

Reseni:

(a) Podle definice standardniho skalarniho souc¢inu je

4

(z,y) = »TT?J = Z T3l = T1Y1 + Ty + T3Yys + Talys =
i=1

=1-1+1-2+1-44+1-2=09.

(b) Podle definice eukleidovské normy

Izl = V(z,2) = VaTe = VI2+ 12+ 12+ 12 = 2,
lyll = /(. y) = VyTy = V12 + 22 + 42 1 22 = 5.

(c) Vzdalenost mezi vektory (body) z,y je definované jako norma jejich rozdilu,
tedy

lz =yl = 110, =1, =3, =1)"| = /02 + (—=11)2 + (=3)> + (—1)> = VL.

Cv. 8.3 Pii pouziti standardniho skalarnfho sou¢inu v C? spoditejte pro vektory x =
(1,3i,1+5)T ay=(1—14,1,1)T:
(a) skalarni soucin (z,y),

(b) normy |l [[yll,

(c) vzdalenost z od y.

Reseni:
(a) Podle definice standardniho skalarniho soucinu je
3

(w,y) =2"g = 2, = 117, + 22T + T35 =
i=1

=1-(1+4)+3i-1+(145)-1=2+09.

(b) Podle definice eukleidovské normy

2] = /{2, 7) = VaTZ = /1 + 3i(—34) + (1 + 5i)(1 — 5i) = 6,
Iyl = V) =vVyTg=vI—i)(1+i)+1+1=2.

(c) Vzdalenost mezi vektory (body) z,y je definované jako norma jejich rozdilu,
tedy

lz = yll = 114, =1 + 3i,5i)" || = 6.
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Cv. 8.4 Jak vypad4 mnoZina vech vektorti, které jsou kolmé na vektor y = (1,5,2)7?
Dokézete zavér zobecnit?

Reseni:

Vektor = (1,79, 73)7 je kolmy na vektor y, pokud 0 = (x,y) = z; + Hxg +
2x3. Mnozina hledanych vektori je tedy popsana rovnici x; + bxe + 223 = 0
a geometricky tvoif rovinu v prostoru R3. Baze je tvorena napiiklad vektory
(5,—1,0)%, (2,0, —1)T.

Pokud tivahu zobecnime, tak mnozina vektora kolmych na dany vektor y € R™\
{0} je charakterizovana jednou rovnici. Geometricky tato mnozina predstavuje
nadrovinu v prostoru R”, tedy je podprostor dimenze n — 1.

Norma obecné

Cv. 8.5 Ovétte, Ze ||z|| = |1 — 222| + |321 — 42| + |521 — 625| je normou na prostoru R,

Reseni:
Musime ovérit vlastnosti z definice normy:

e Hodnota ||z| je zfejmé vzdy nezaporna. Nulova je pouze, kdyz vSechny
sCitance jsou nulové, tedy kdyz

T —21’2 :0, 31’1 —41'2 = 0, 51’1 —6ZE2 = 0.

Tato soustava mé jediné feseni, a to 1 = x9 = 0. Proto ||z|| = 0 nastane
jen tehdy, kdyz x = (0,0)7.
e Vlastnost ||az| = |a| - ||z|| plati pro viechna z € R? a a € R, nebot
|lax|| = |ax) — 2cws| + [3ary — daxs| + |Haxy — 6axs|

= |a| - |z — 229| + || - |31 — dao| + || - [y — 624

= laf - [|l]].
e Trojuihelnikova nerovnost:

|z +yll = |21 +y1 — 2(z2 + y2)| + [3(x1 + y1) — (22 + y2) [+
+ [5(z1 4+ y1) — 6(z2 + o)
< @y = 29| + |y1 — 2y2| + [311 — 4|+
+ [3y1 — 4ya| + 571 — 69| + [5y1 — 6ya| = [|z]| + [ly-

Cv. 8.6 Jednotkova kruznice v prostoru R” pii dané normé je definované jako mnozina
vektort, jejichz norma je rovna jedné, tedy {xr € R™; ||z|| = 1}. Nakreslete
jednotkovou kouli pro nasledujici normy v R?:

a) maximova norma (Cebyseova norma) ||z||s = max{|zy|, |22},

b) Eukleidovskd norma ||x||s = \/2% + 3,

(c) souctova norma (Manhattanska norma) ||z||; = |z1| + |z2],

)

(
(

(d) norma ||z|| = max{|z|, |z2|, |1 — 22|}
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Resent:

(a)

V maximové normé je jednotkova kruznice popsana rovnici max{|z|, |z2|} =
1, coz se da ekvivalentné vyjadiit: (Jz1| =1 A |zo| < 1)V (Jo1| < 1A |zo| =
1). To znamena, ze x; € [—1,1], 25 € [—1,1] a jednotkovéa kruznice ma tvar
¢tverce s vrcholy (—1,1),(1,1),(1,-1), (-1, —1).

V eukleidovské normeé je jednotkova kruznice normalni kruznice o poloméru
1 se stfedem v pocatku.

V sou¢tové normé je jednotkova kruznice popsand rovnici |zi| + |xo| =
1. Nyni budeme postupovat analyzou postupné pro jednotlivé kvadranty.
V prvnim kvadrantu ma rovnice tvar x; + o = 1, ¢ili ¢ast jednotkové
kruznice v tomto kvadrantu tvoii pfimka s vrcholy (1,0),(0,1). Ve ¢tvr-
tém kvadrantu (nezaporna prvni slozka, nekladné druha slozka) méa rovnice
tvar x;1 — x—_1 a ¢ast jednotkové kruznice v tomto kvadrantu tvori primka
s vrcholy (1,0), (0, —1). Analogicky postupujeme déle a nakonec dostaneme
¢tverec s vrcholy (1,0), (0,—1),(—1,0),(0,1).

V této normé je jednotkova kruznice popsana nerovnici
maX{|$1|> |-T2|7 |.T1 - x?l} = 17
coz se dé ekvivalentné vyjadrit jako nasledujici podminky:

(|z1] ST A |zg] < TA |2 — 29| = 1)

Jednotkova kruznice v této normé tedy odpovida Sestitthelniku s vrcholy
(07 1)7 (17 1)7 (17 0)7 (_17 O), (_17 _1)7 (_17 O)

Cv. 8.7 Bud || - || libovolné realnd norma na prostoru R™ a bud A € R™" regularni
matice. Dokazte, ze ||z||4 = ||Az|| je také norma.
Reseni:

Ovérime vlastnosti z definice normy:

Hodnota ||x||4 je zfejmé vzdy nezédporna. Nulova je pouze, kdyz Az = o.
Diky regularité matice A to nastane pouze pro x = o,

loz]la = [|Aaz| = [al - [[Az]] = |af - [l 4,

Trojthelnikova nerovnost:

[l +ylla = [Alz + )|l = [[Az + Ay[| < [[Az]| + | Ayl = [lz]la + [[y]l.a-



