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7. Diagonalizovatelnost symetrickych a hermitovskych
matic

Cv. 7.1 Ovérte, ze nasledujici matice jsou ortogonalni, resp. unitérni:
1 B 1 . .
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Staci ovéfit, Ze pro danou redlnou ¢tvercovou matici A plati, ze AAT = I, z éeho¥
uz vyplyva matice A je ortogonalni.
Podobné pro komplexni ¢tvercovou matici B staéi ovéfit, zda BB = I:
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Cv. 7.2 Ukaite, 7e spektralni rozklad A = QAQT, kde A je diagonalni a @) ortogonalni,
existuje pouze pro symetrické matice.

Resend:

Reseni:

Pro symetrické matice vime z prednasky, ze spektralni rozklad existuje. Protoze
matice QAQT je symetrickd, takovyto rozklad pro nesymetrické matice nemize
nastat.

Cv. 7.3 Najdéte spektralni rozklad A = QAQT symetrické matice
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Reseni:

Vlastni ¢isla matice A jsou 3 a 0 (dvojnasobné). K vlastnimu ¢islu 3 prislusi
vlastni vektor v; = (1,1,1)7. K vlastnimu &islu 0 p¥islusi dva linearné nezévislé
vlastni vektory z mnoziny Ker(A —0I), tedy napiiklad vy = (1, —1,0)T. Jelikoz
vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islim symetrické matice jsou na
sebe kolmé, bude i druhy vlastni vektor odpovidajici ¢islu 0 kolmy na vlastni
vektor odpovidajici ¢islu 3.

JelikoZ chceme, aby matice @) byla ortogonalni, tedy Q7Q = I, musi platit

(QTQ)ij = (QT)Z*Q*j = (Q*’L)TQ*j = {07 Z 7& (].7

1, 2=
Neboli, sloupcové vektory matice () musi byt na sebe navzajem kolmé a jejich
velikost musi byt rovna jedné. Pokud si zvolime treti vlastni vektor vs jako
vektorovy souc¢in vektort v; a vy, bude automaticky platit, ze vs L vy a vy L vy.
Zvolme tedy v3 = vy X vy = (1,1, —2)T.
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Cv. 74

Cv. 7.5

Nyni musime jesté vydélit nalezené vlastni vektory jejich velikosti, aby sloupcové
vektory matice Q méli velikost jedna. Velikost v; = \/vTv; = V3, vy = /vl vy =
V2, v; = \/vTw; = V6. Hledany spektralni rozklad ma tedy podobu A = QAQ7,
kde

g ¢ % 300
Q=% ¢ % [, A={000
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Vime, Ze symetrickd matice A € R?*? m4 vlastni vektor v = (1,2)7. Dopoéitejte
druhy vlastni vektor.

Reseni:
Protoze je matice symetrickd, druhy vlastni vektor musi byt kolmy na prvni.

A7 na nasobek mame jednoznac¢ny kolmy vektor. Druhy vlastni vektor je tedy
vektor (2, —1)7.

(a) Dokazte z definice, Ze vlastni vektory odpovidajici riznym vlastnim ¢islim
symetrické matice jsou na sebe kolmé.
(b) S pomoci predchoziho bodu dokazte vétu o spektralnim rozkladu ptimo pro

symetrické matice s riznymi vlastnimi ¢isly.

R

ent:

es
(a) Budte A, pu, A # p, vlastni ¢isla a u,v odpovidajici vlastni vektory symet-
rické matice A. Pak plati Au = Au, Av = pv. To ale implikuje

My = vl (W) = vT Au = (0T Au)” = v AT = u” Av = u” () = puv.

ProtoZe A\ # p, musi uTv = 0.

(b) Pokud ma A riazna vlastni ¢isla, je diagonalizovatelna. Muzeme tedy psat
A = QAQ7, kde A je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale a
regularni matice () ma odpovidajici vlastni vektory ve sloupcich. Protoze
podle predchoziho bodu jsou vlastni vektory na sebe kolmé a lze je volit
s normou 1, je ) ortogonalni.



