28

6. Viastni ¢isla — Jordanova normdlni forma

6. Vlastni Cisla — Jordanova normalni forma

Cv. 6.1 Najdéte

(a)
(b)

matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem (libovolnym),

matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem v = (1,1,1)7.

Resent:

(a)

Matice musi mit Jordanovu normélni formu ve tvaru jediné Jordanovy
bunky velikosti 3. Mizeme tedy volit pfimo Jordanovu bunku
0

Y

S O

1
A
0 A

kde A je libovolné ¢islo.

Vyjdeme z predchoziho prikladu a zvolime napiiklad matici

J3(0) =

o O O

1
0
0

o = O

Vlastni vektor této matice je jediny, ale je to vektor e; = (1,0,0)7. Pokud
chceme zménit vlastni vektor, ale zachovat vlastni ¢isla a jejich algebraické
a geometrické nésobnosti, mizeme vyuzit podobnosti a uvazovat matici
ve tvaru A = S71J3(0)S. Aby byl vektor v vlastnim vektorem a &islo A
vlastnim &fslem matice A, musi platit Av = v, ¢ili S71J3(0)Sv = .
Pfenasobenim matici S zleva dostaneme J3(0)Sv = ASv. Tudiz vektor Sv
je vlastnim vektorem matice J3(0), coz znamend Sv = e;. Hledame tedy
regularni matici S takovou, aby platilo

1 0 O
S=11 -1 0
0 1 -1

Hledana matice potom je A = S~1.J5(0)S:

1 0 0 010 1 0 O 1 -1 0
A=1|1 -1 0 0 01 1 -1 0 ]=(1 -2 1
1 -1 -1 000 0 1 -1 1 -2 1

Muzeme pak ovéfit, ze tato matice spliuje zadani: Matice A mé jediné
vlastni ¢islo 0, které je trojnasobné a prislusi mu jediny vlastni vektor v.
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Cv. 6.2 V kolika Jordanovych buiitkdch matice A € R'6*16 je vlastni ¢islo 8, pokud vime,
ze rank(A — 8115) = 97

Reseni:
Pocet vSech Jordanovych bunék odpovidajicich vlastnimu ¢islu A je roven pocétu
vlastnich vektori pro A, tedy hodnoté n — rank(A — AI,). V naSem piipadé
n — rank(A — 81,) = 16 — 9 = 7. Tedy vlastni ¢islo 8 je v sedmi Jordanovych
bunikéch.

Cv. 6.3 Najdéte Jordanovu normalni formu matic

101 111 1388

A=l0o 11|, B=[0o1 1], Cc=
00 2 00 2 1230
1211

Resend:

Matice A je trojuhelnikova, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na diagonale. Kon-
krétné matice A ma vlastni ¢islo \; = 1 (dvojnasobné) a A\; = 2 (jednonéasobné).
Vlastni ¢islo A\g lezi v jedné Jordanové buiice velikosti 1, ale Ay muze lezet v jedné
nebo dvou Jordanovych buikach. Spo¢itame proto rank(A — A\ I3) = 1, coz Fika,
ze geometricka nasobnost Ay je dva, ¢ili prislusi mu dva vlastni vektory. Hledana
Jordanova normalni forma je

1
0
0

o = O
N O O

Matice B ma také dvojnésobné vlastni ¢islo Ay = 1 a jednonasobné vlastni ¢islo
Ay = 2. Protoze rank(B — A\ I3) = 2, piislusi k vlastnimu ¢islo A; pouze jeden
vlastni vektor a tudiz A\; lezi v Jordanové bunce velikosti 2. Jordanova normalni
forma matice B je

o O =
O = =
N OO

Matice C' mé dvojnasobné vlastni ¢islo \; = 1 a dvojnasobné vlastni ¢islo Ay = 3.
Protoze rank(C' — A\ I3) = 2 a rank(C' — A2 13) = 3, vlastni ¢&islo Ay lezi ve dvou
bunkéch, kdezto s lezi v jedné buiice. Jordanova normalni forma matice C' je

1000
0100
00 21
000 2

Cv. 6.4 Urcete, kolik je tiid ekvivalence podobnosti pro:

(a) matice fadu 4, které maji pouze vlastni ¢islo 7,

(b) matice fadu 3 s vlastnimi ¢isly 5 a 7.
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eni:

es
(a) Kazda matice je podobna matici v Jordanové normalni formé, ktera je jed-
nozna¢na az na poradi bunék na diagonéle. Staci tedy spocitat, kolik je
riznych tvart matic v Jordanové normalni formé. Pokud je vlastni ¢islo 7
e (tyinasobné, pak je jedind moznost s butikami J;(7), J1(7), J1(7), J1(7);
e trojnasobné, pak je jedind moznost s butkami J5(7), J1(7), J1(7);
e dvojnasobné, pak existuji dvé moznosti s buitkami J5(7), J2(7) nebo
Ji(7), J3(7);
e jednonasobné, pak je jedind moznost s bunikami Jy(7).

Souhrnem mame 5 tiid ekvivalence s reprezentanty

7000 7100 7100 7100 7100
0700 0700 0700 0710 0710
ocoro)”too7o0)>10071)”{0o070)”10071
0007 0007 0007 0007 0007

(b) Provedeme obdobny rozbor:

e Matice mé vlastni ¢islo 5 dvojnasobné a vlastni ¢islo 7 jednonésobné.
Pak Jordantv normalni tvar se mize skladat z bunék J;(5), J1(5), J1(7)
nebo z bunék Jy(5), J1(7).

e Matice mé vlastni ¢islo 5 jednonasobné a vlastni ¢islo 7 dvojnésobné. To
je opacna situace k predchozi. Jordaniv normalni tvar se muze skladat

z bunék Jy(5), J1(7), J1(7) nebo z bunék J;(5), Jo(7).

Jina situace nez ty vySe zminéné nastat nemtze, protoze kazdé vlastni ¢islo
musi mit nasobnost aspon 1. Dostali jsme dohromady 4 t¥idy ekvivalence
s reprezentanty

50 0 510 50 0 50 0
o5 0], o5 0], (07 0], [071
00 7 00 7 00 7 00 7

Cv. 6.5 Prevedte matici A na Jordantv normélni tvar, tedy najdéte regularni matici R
a matici J v Jordanové normalni formé tak, aby A = RJR™!, kde

-2
2
2

S O O N
SO N =
SN OO

Reseni:

Matice mé jediné vlastni ¢islo A = 2 s algebraickou nasobnosti 4, jeho geometrickéa
néasobnost je rovna dim Ker(A — A) = 4 — rank(A — 2I) = 2. Vlastni vektory
jsou nenulova feSeni homogenni soustavy rovnic (A — 27]0), dostavame tedy dva
LN vlastni vektory, napiiklad v; = (0,0,1,0)" a v, = (1,0,0,0)".

Pro sestaveni matice potrebujeme najit tedy jeste dva zobecnéné vlastni vektory.
Budeme tedy hledat fetézec/fetézce zobecnénych vlastnich vektora {x,,,...,z1}
pro které plati (A —21)z;41 = x;.
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Zvolime si x1 := v; a hleddme zobecnény vlastni vektor x5 jako TeSeni soustavy

010 20
000 =20
000 21|
000 010

ktera vSsak nema teSeni, vektor v; tvori tedy pouze jednoclenny tetézec zobecné-
nych vlastnich vektori (obyc¢ejné vlastni vektory jsou zobecnénymi vektory fadu
1). Z toho odvodime, Ze vlastnimu vektoru v; bude odpovidat Jordanova buika
velikosti 1.

Je nyni zfejmé, ze bude existovat fetézec zobecnénych vlastnich vektora {x3, z2, 21},
kde x1 = vy. Zobecnény vlastni vektor z, je feSenim soustavy (A — 2[7|zy):

2
-2

o O O O
o O O =
o O OO
o O O

2
0
dostavame tedy z = (p,1,¢,0)", kde p, ¢ € R jsou volné proménné, které zatim
nebudeme urcovat. Zobecnény vlastni vektor x3 najdeme jako feSeni soustavy

(A — 21zs):
010 2]p 010 2] p
000 =21 000 =2 1
000 2|q 000 0|qg+l
000 010 000 O 0

odtud vidime, 7ze ¢ = —1 a x3 = (s,p + 1,1, —%)T, kde r,s € R jsou také volné

proménné, které si vSak nyni jiz mtuzeme zvolit. Zvolime si tedy r = s =p =0
a dostavame x5 = (0,1,—1,0)", 23 = (0, 1,0, _%)T.

Mizeme nyni sestavit regularni matici R = (v vy x2 x3). Hledané matice jsou:

01 0 0 2000 011 2
(oo 1 1 [0 200 4 |1 00 0
B=110 1 0o 7Zlo1r20]" ®# Tlo10 2

00 0 —3 0012 000 —2

Cv. 6.6 Prevedte matici A na Jordantv normélni tvar, tedy najdéte regularni matici R
a matici J v Jordanové normalni formé tak, aby A = RJR™!, kde

1 1
A= 0 1
-1 0

w O =

Reseni:

Charakteristicky polynom pa(\) = (1 — \)(2 — )2 Vlastni ¢islo A\ = 1 ma tedy
algebraickou i geometrickou nésobnost rovnu jedné, odpovidaji vlastni vektor
je v; = (2,—1,1)". Vlastni ¢islo Ay = 2 m4 algebraickou nésobnost dva, ale
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geometrickd nasobnost je rovna dim Ker(A — A1) = 1, ma tedy jediny pfislusny
vlastni vektor vy = (1,0,1)7.

Pro sestaveni matice potfebujeme najit jeSte jeden zobecnény vlastni vektor xs
jako feseni soustavy (A — 2I)xy = x1, kde x1 = vs. Resenim této soustavy je
vektor zo = (2 — 1,0,2),2z € R, zvolime tedy napiiklad z = 1, odkud zy =
(0,0,1). Hledané matice jsou:

2 10 100 0 -1 0
R=|-100)|, J=|021], R'=|1 2 0
1 11 00 2 -1 -1 1



