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5. Vlastni cisla a vlastni vektory, spektralni rozklad

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Cv. 5.1 Matice A ma vlastni ¢isla A1, ..., A\, a jim odpovidajici vlastni vektory xy, ..., x,.
Urcete, jak vypadaji vlastni ¢isla a vlastni vektory:

(a) matice A?,
(b) matice oA,
(c) matice A + al,,
(d)
)

d
(e

matice A7,

matice AT,

Reseni:
(a

) Necht \; je vlastni ¢islo matice A a x; je jemu piislusny vlastni vektor. Pak
podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru plati Azx; = \;x;. Jak se
bude chovat z; pfi prenasobeni A2? Dostavame

Vlastni ¢islo A\; se umocni na druhou a vlastni vektor x; zlistane stejny.

Matice A? ma tedy vlastni vektory zi,...,z, a jim odpovidajici vlastni
cisla A2,.. ., A2,

(b) Opét dle predpokladu plati Az; = A\;x;. Podobné jako v predchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek aAx;. Dostavame
(@A)z; = a(A x;) = a(Nzx;) = (a\;)z,
Matice oA ma vlastni vektory xi,...,x, a jim odpovidajici vlastni ¢isla
Oé)\l, e ,O{)\n.
(c) Opét dle predpokladu plati Az; = A\;z;. Podobné jako v pfedchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek (A + al,)z;. Dostavame
(A+ aly)x; = Az + (aly)r; = Nz + ax; = (N + o).

Matice (A + al,,) ma vlastni vektory x1,...,z, a jim odpovidajici vlastni
¢isla A\ + a, ..., A\, + .

(d) Opét dle predpokladu plati Ax; = \z;. Vynasobime obé strany matici
+ A7 a dostaneme

1 1 1
— A YAz, = —A7'\z;, odtud po upravé —z; = A e,
Yy by by
tedy matice A~! ma vlastni vektory z1,...,z, a jim odpovidajici vlastni

1

oy 1
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Cv. 5.2

Cv. 5.3

(e) Postup z ptredchozich poduloh zde nelze piimo aplikovat, musime vyuzit
néceho jiného. Muzeme vyuzit fakt, ze vlastni ¢isla matice A jsou pravé ko-
feny jejiho charakteristického polynomu pa(A\) = det(A — Al,). Z vlastnosti
determinantu vime, ze transpozice matice hodnotu determinantu neméni,
tudiz plati

det(A — \,,) = det((A — AL,)") = det(AT — \I,,).

ProtoZe je ale zéroven det(AT — AI,,) = pur(\) charakteristicky polynom
matice AT, ma matice AT stejna vlastni ¢isla jako matice A.

Vlastni vektory matice a jeji transpozice mohou byt obecné rtzné, napr.
matice A = () ma vlastni vektory ve tvaru (o, 0)” pro o € R\ 0, zatimco
matice AT = (99) ma vlastni vektory ve tvaru (0,)” pro a € R\ 0.

Najdéte nejmensi ¢islo a € R tak, ze A + I, je regularni pro vSechny g > a.

Reseni:

Vyuzijeme charakterizace, ze matice je regularni pravé tehdy, kdyz jsou vsechna
jeji vlastni ¢isla nenulova. Necht Ay > --- > ), jsou ta vlastni ¢isla matice A,
ktera jsou realna (ta ryze komplexni muZeme ignorovat). Ze cvi¢eni vime,
ze se vlastni ¢isla matice (A+51,) rovnaji \y+ £ > -+ > A\, + . Protoze chceme
regularitu pro vSechny > «, musi dokonce platit nezapornost vlastnich &isel,
M+ > >N+ 5 >0.V opatném piipadé, kdy mame néjaké vlastni ¢islo
i + B zaporné snadno najdeme 3’ > (3 takové, Ze jemu odpovidajici vlastni ¢islo
i + B’ bude nulové, a matice A + 5’1, bude singularni.

Hodnotu « tedy zvolime tak, ze A\ +a > --- > A\, + a = 0, z ¢ehoz odvodime,
7e o= —\,.

Znéme-li vlastni ¢isla a vektory matic A € R™*™ B € R™ " jak je spocitat pro

maticl
A 0
— ?
M (O B).

Ozna¢me vlastni ¢isla A jako A1,...,\, a jim odpovidajici vlastni vektory
Z1,...,%ym. Obdobné pro matici B, méjme vlastni ¢isla pq,...,u, a jim od-
povidajici vlastni vektory yi,...,y,. Pro jednoduchost zde predpokladame, ze
existuje plny pocet vlastnich vektort. Ozna¢me Mz = vz jako vlastni ¢islo v a
vlastni vektor z matice M. MuZzeme blokové rozepsat

My — A 0 21\ AZl -y 21
- 0 B Z9 N BZQ N z9 '
Z toho vyplyva, ze Az; = vz a Bzy = vz,. Vidime, Ze podvektory zq, zo maji
stejné vlastnosti, jako vlastni vektory A a B s tim rozdilem, Zze nepozadujeme

nenulovost obou z nich zaroven (pouze nenulovost celého z). V zavislosti na
nulovosti slozek 21, 29 rozlisime nékolik pripadii:

Resent:
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(a) Pokud z; = o, musi 25 # o (z je vlastni vektor). Dostavame

(o 5)(2) = (5) - (2)

Vidime, 7e kazdy vektor (o,%;) je vlastnim vektorem M s odpovidajicim
vlastnim ¢islem p;.

(b) Pokud z = o, musi z; # o. Vidime, Ze situace je obdobna jako v pfedchozim
piipadé a proto plati, Ze vektor (z;,0)T je vlastni vektor M odpovidajici
vlastnimu ¢éislo A;.

(c) Pripad, kdy z; = 0 a z3 = 0 nemiZe nastat, protoze pozadujeme nenulovost
vlastniho vektoru z.

(d) Pokud z; # 0, z9 # 0, poté z1 a 2o odpovidaji vlastnim vektorum A a B. Pro
ty musi platit, Ze jim odpovida stejné vlastni ¢islo v. Tedy pokud existuje
A\i = pj, potom z = (z;,y;)7 je vlastnim vektorem M a \; = pu; je jeho
odpovidajici vlastni ¢islo. VSimnéme si nicméné, ze v takovém piipadé je
vektor z = (2;,0)" + (0,y;)” linearni kombinaci jiz nalezenych vlastnich
vektort.

Vlastni ¢isla matice M tedy jsou

)\la“')/\ma:ula"wﬂn

a prislusné vlastni vektory

) T, 0 0

o) o )y )y
Pov§imnéme si, Ze vlastni vektory tvaru (z;,0)” a (0, y;)7 jsou nenulové a linearné
nezavislé (protoze x1, ..., x,, byly linearné nezavislé a v, ..., y, také).

Spektralni rozklad

Cv. 5.4 Rozlozte nésledujici matice na souc¢in SDS™!, kde matice S je regularni a matice
D je diagonalni:

2 00
(a) (-4 1 3],

—4 0 4

2 0 0\
(by -4 1 3] ,

—4 0 4

0o 2 =2
(c) (1 -1

2 —4 8
Reseni:

Spocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory dané matice. Pokud je vlastnich vektort
plny pocet, tj. je jich n linedrné nezévislych, sestrojime samotny rozklad SDS~!
tak, ze diagonélu D budou tvofit vlastni ¢isla matice a sloupce matice S budou
tvorit vlastni vektory matice.
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(a) Charakteristicky polynom matice je p(A) = (2 — A)(1 — A\)(4 — A), vlastni
¢isla jsou tedy 2,1,4. Tém odpovidaji vlastni vektory (1,2,2)T, (0,1,0)7,
(0,1, 1)T, které jsou linearné nezavislé. Dostavame

2 00 1 00 2 00 1 0 0
-4 1 3]=1211 010 0 1 -1
—4 0 4 2 01 0 0 4 -2 0 1

(b) Pro vypofet mizeme vyuZit vztahu matice A a AT. Pokud A = SDS™!,
potom
AT = (SDS™HT = (s HTDTST = (s HTDST.
Po dosazeni z predchozi podilohy dostdvame rozklad

2 0 0\~ 1 0 =2\ /2 0 0
4 13| =0 1 o0 010
0

-4 0 4 -1 1 0 0 4

1
0
0
(c) Charakteristicky polynom matice je (4 — X)(2 — A)( )\), vlastni ¢isla jsou
tedy 4,2, 1. Tém odpovidaji vl. vektory (0, 1, 1T, ( .2, D)7(2,1,0)T, které
jsou linearné nezavislé. Dostavame

0 2 =2 01 2 4 00 1 -2 3
1 -1 5 |=1|1 21 0 20 -1 2 =2
2 -4 8 1 10 0 01 1 -1 1

Cv. 5.5 Dokazte primo Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.

Reseni:
Cayleho-Hamiltonova véta fika, Ze pokud pro matici A € C™*™ méame charakte-
risticky polynom pa(\) = (=1)"A\" + a,—1 A" 1+ ... 4+ a1 A + ag, poté

pA(A) = (_1)nAn + an_lAn_l + -+ alA + apl, = 0.

Pro diagonalizovatelné matice plati, Ze existuje regularni S takové, ze A =
SDS™!, kde D je diagonalni matice s vlastnimi ¢&isly na diagonéle. Dosadme
do levé strany rovnice

(=1D)™(SDS™M" + a, 1(SDS™)" ' + .-+ a;SDS™' + agl,,.
Dale, protoze A¥ = (SDS~1)* = SD¥S~1 miiZzeme vyraz upravit na
(-1)"SD"S™ ' +a, 1SD" 'S -+ ay SDST + agl,.
Vytknéme z vyrazu matici S zleva a matici S~! zprava, dostavame
S((=1)"D" 4+ a,_ D"t + -+ a1 D+ apl,)S™.
Matice M = (=1)"D" + a,, D" ' + -+ + a1 D + aol,, ma slozky
(=1)™0" + a, 10" 4+ + a0 + a0 =0 pro i # j,
v {(—1)”)@Z + Ay AN b a N Fag =pa(Ni) =0 proi=j.
Matice M je tedy nulovéi. Dostavame proto
pa(A)=SMS ' =505"1=0

¢imz je tvrzeni dokazano.



