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4. Vlastni c¢isla a vlastni vektory, diagonalizovatelnost

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Cv. 4.1 Ovérte platnost véty O Gersgorinovych kruzich pro matici
i 0
A= (1 2) |

Véta ik, ze pro kazdé vlastni ¢islo A matice A € C™*" existuje indexi € {1,...,n}
tak, ze A nalezi kruhu K (a;;, ;) se stfedem a;; a polomérem r; = ), 4 ;|-
Vlastni ¢isla matice A jsou Ay = ¢ a Ay = 2. Prvni vlastni ¢islo nalezi kruhu
K(ay1,m) = K(i,0), coz je vlastné bod i (degenorovany kruh se stfedem v bodé

i a polomérem 0). Druhé vlastni ¢islo nalezi kruhu K (ags, ) = K(2,1).

Reseni:

o (12
Cv. 4.2 Bud A—<3 4).

(a) Oveéite Cayleyho-Hamiltonovu vétu,

(b) Vyjadiete A~! jako linearni kombinace I, a A.

Resent:

(a) Véta rika, ze pro charakteristicky polynom matice p4 () plati, ze pa(A) = 0.
Urcime

1—A 2

pa(N) = det(A — AI,) = det ( 5 4

):A2—5/\—2.

Dosadime A,

2 ea o (T 10y (5 10\ (2 0\ _ (00
pa(d) = A" =54 2[2—(15 22/~ \15 20) " \o 2) ~\o 0/

(b) Podle Cayleyho-Hamiltonovy véty plati
0=pa(A) = A% —5A — 2I,.
Rovnici vynasobime matici A~! a ziskdme
0=A-5I,—2A".

7 této rovnice uz snadno vyjadifme A~! jako

1 1 /-4 2
-1 + - -
A :2(A 5- 1) =3 (3 _1).
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4. Vlastni c¢isla a vlastni vektory, diagonalizovatelnost

Podobnost a diagonalizovatelnost matic

Cv. 4.3

Cv. 4.4

Cv. 4.5

Vysetiete vlastnost podobnosti matic jako relace.

Reseni:
Podle definice jsou dvé matice A, B € C"*" podobné A ~ B, pokud existuje
regularni S € C™*" takovd, ze A = SBS™L.

Reflexivita. Nejprve vySetiime, zda je podobnost reflexivni. To by znamenalo, Ze
existuje S takova, ze A = SAS™!. OkamZité vidime, Ze za S miZeme dosadit
S = I, tedy podobnost je reflexivni relace.

Symetrie. Symetrie fika, Ze pokud A = SBS™!, potom existuje regularni matice
T takova, ze B = TAT~!. Pfendsobenim prvni rovnosti matici S=! zleva a
matici S zprava dostavame vyraz S~!AS = B, tedy mtZeme volit T = S~
Podobnost je symetricka relace.

Tranzitivita. Tranzitivita ¥ika, ze pokud A ~ B a B ~ C, potom A ~ C'. Jinymi
slovy, pokud existuji regularni matice S, T takové, 7e A = SBS~ta B =TCT™ !,
poté existuje regularni matice U takova, ze A = UCU~!. Dosazenim druhé
rovnice do prvni dostavame

A=SBS™ = S(TCT 1S = (ST)C(T™'S™) = (ST)C(ST) .

Vidime, Ze za matici U muzeme volit U = ST. Tato matice bude regularni,
protoze soucin dvou regularnich matic je opét regularni matice.

Relace podobnosti matic je tedy reflexivni, symetricka a tranzitivni, je to tudiz
relace ekvivalence.

Rozhodnéte o platnosti A ~ B = A? ~ B2. Jak to bude s opa¢nou implikaci?

Reseni:

Pokud A ~ B, potom existuje regularni matice S takové, ze A = SBS~!. Chceme
rozhodnout, zda poté existuje regularni matice T takové, ze A? = TB*T~ .
Pomoci prvniho vztahu miiZzeme matici A? vyjadrit jako

A% = (SBS)(SBS™!) = SB(S"'S)BS™' = SBBS™' = SB2S~".

Vidime tedy, Ze miizeme volit matici 7' = S, a tudiz implikace plati.

Opacné implikace obecné platit nebude. Ke konstrukci protipfikladu muzeme
vyuzit napriklad vztahu, Ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Zvolme
A =1, a B = —1I,. Diagonalni matice maji vlastni ¢isla na diagonéle, proto
vlastni ¢islo matice A je 1 s algebraickou nésobnosti n a vlastni ¢islo matice B
je —1 s algebraickou nésobnosti n. Matice A a B tedy nejsou podobné. Nicméné,
A? = I, a B> = (-1,)(—=1,) = I,. Plati dokonce A?> = B? a z reflexivity
podobnosti tedy vyplyva, ze A% ~ B2.

Urcete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:
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Resent:

K urceni diagonalizovatelnosti matice musime rozhodnout, zda matice ma n line-
arné nezavislych vlastnich vektort. Spoc¢itame tedy vlastni ¢isla matice a ur¢ime,
kolik jim piislusi vlastnich vektori. Jinymi slovy, rozhodneme, zda algebraicka
a geometricka nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je stejna. Vlastni vektory poci-
tat nemusime, to k rozhodnuti ohledné diagonalizovatelnosti neni potieba (je to
potieba k sestrojeni spektralniho rozkladu, coz zde nepozadujeme).

(a)

Spoctéme tedy vlastni ¢isla matice A jakozto kofeny jejiho charakteristic-
kého polynomu. Charakteristicky polynom matice A je

pa(\) =det(A —A3) = N>+ 7\ — 14\ + 8 =
=(A=N2-=N(1-N).

Vlastni ¢isla jsou tedy Ay = 4, Ay = 2 a A3 = 1. Protoze jsou navzajem
rizné, je matice nutné diagonalizovatelna.

Postupujeme stejné jako u matice A, jen zde vyjdou komplexni vlastni ¢isla.
Charakteristicky polynom matice B se rovna pg(\) = A\? — 2\ + 2. Koreny
polynomu pg(A) jsou 1 +1i a 1 —i. Opét jsou vlastni ¢isla navzajem riazné,
matice je tedy diagonalizovatelné.

Charakteristicky polynom matice C' je pc(\) = (5 — X)?. Matice C' m4 tedy
vlastni ¢islo 5 s algebraickou nésobnosti 2. Geometricka ndsobnost vlastniho
¢isla je rovna ¢islu

rank(C' — Aly) = rank(C' — 5 - I) = rank (8 é) = 1.
Proto k vlastnimu ¢islu 0 existuje pouze jediny vlastni vektor, a matice C
tudiz neni diagonalizovatelné.

Matice D je horni trojihelnikové, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na dia-
gonale. Konkrétné, je to jednonasobné vlastni ¢islo Ay = 2 a dvojnésobné

vlastni ¢islo Ay = 7. K prvnimu vlastnimu ¢islu existuje pouze jeden vlastni
vektor, ale jak to bude s druhym vlastnim ¢islem? Hodnost matice

)

D-ML=D—-7-I;=] 0
0

o O W
S O W

je jedna, coz znamené, Ze k Ay nalezi dva vlastni vektory. Dohromady tak
mame plny pocet vlastnich vektorti, a proto je matice D diagonalizovatelna.



