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3. Pocet koster grafu, vlastni cCisla a vlastni vektory

Pocet koster grafu

Cv. 3.1 Pomoci Laplaceovy matice vypoctéte pocet koster neorientovaného grafu G zna-
zornéného na obrazku [l

Uy

U1 (%)

Obrazek 1: Graf

Reseni:
Laplaceova matice grafu na obrazku (1} je:

2 -1 0 0 -1
-1 2 -1 0 0
Le=|0 -1 3 -1 -1
0o 0 -1 2 -1
-1 0 -1 -1 3

Podle véty o poctu koster grafu, pocet koster G je k(G) = |L{ |, tedy

2 -1 0 0
-1 3 -1 -1

k(G) = 0 -1 2 -1lT 11.
0o -1 -1 3

Vlastni ¢isla a vlastni vektory — zaklady

Cv. 3.2 Vlastni vektor matice A € R™*" reprezentuje smér, ktery se pfi lineArnim zob-
razeni f(x) = Az zobrazi opét na ten samy smér (méni se tedy pouze velikost
nebo orientace vektoru). Pro vlastni vektor v matice A tedy plati, ze piimka
span{v} se pii zobrazeni f zobrazi do sebe sama. Pfislugné vlastni ¢islo matice
pak predstavuje skdlovani v tomto invariantnim sméru.

Néasledujici matice reprezentuji geometrickd zobrazeni v roviné. Naleznéte jejich
vlastni ¢isla a k nim piislusné vlastni vektory a pokuste se je geometricky vy-
svetlit:
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(a)

2 0
1=(3 %)

Reseni:

(a)

Linearni zobrazeni f(x) = Az odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru
x, tedy

[ ((z1,22)") = 2(z1, 22)".

Libovolny nenulovy vektor = € R?\ {(0,0)} je proto vlastnim vektorem ma-
tice A — zobrazeni f ho dvakrat prodlouzi, ale nezméni jeho smér. Vlastnim
¢islem matice A je A = 2 odpovidajici skalovani vektoru x pri zobrazeni f.

T2

Avs
U2
> > x
U1 A/Ul

Linearni zobrazeni f(z) = Bz odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru x
v prvni soutadnici, tedy

f (($1,1’2)T) = (221, 29)7.

Vektory na ose x; se dvojnésobné prodlouzi a nezméni sviij smér — kazdy
vektor ve tvaru (o, 0) pro a € R\ {0} je tedy vlastnim vektorem matice B
s prislusnym vlastnim ¢islem A\ = 2.

Vektory na ose x5 se pii zobrazeni f nezméni, proto také kazdy vektor (0, o)
pro a € R\ {0} je vlastnim vektorem B a odpovida vlastnimu ¢islu Ay = 1.
Vektory mimo osy pfi zobrazeni f méni smér.
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(c)

)

UQ — BUQ A BZ‘/

Linearni zobrazeni f(x) = Cuz odpovida zkoseni a zaroven zvétSeni, pro
zobrazeni plati

[ ((21,22)") = (221 + 29, 220) "

Vlastni vektory matice C' jsou v8echny nenulové vektory («,0) lezici na
ose x1, protoze tyto vektory pii zobrazeni f smér neméni. Tyto vektory
zobrazeni dvojnasobné prodluzuje, protoze plati

f((2,0)") = (22,0)" = 2(r,0)",

prislusné vlastni ¢islo je tedy A = 2.

)

Linearni zobrazeni f(x) = Dx odpovida kolmé (ortogonélni) projekci na
osu 1. a 3. kvadrantu (tedy pfimku x; = z5), plati

f ((:L’1,$2)T) = %(xl + x9, 1 + xz)T.

Nenulové vektory lezici na této ose se pfi projekci f zobrazi samy na sebe,
jsou tedy vlastnimi vektory matice D. Neméni se ani velikost a orientace
téchto vektort, odpovidajici vlastni ¢islo je proto A; = 1.
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)

(2] v = Dy

a1
D?,’Q

Dalsimi vlastnimi vektory jsou vSechny nenulové vektory kolmé na osu 1. a
3. kvadrantu, tj. vektory ve tvaru (—a, ) pro a € R\ {0}. Tyto vektory se
pri projekei f zobrazi do pocatku (0,0), odpovidajici vlastni ¢islo je Ay = 0
(vektory se 8kéluji na 0-nasobek puvodni délky). Muzeme snadno ovérit,
ze podminka z definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru je splnéna i pro

tento pripad:
1/1 1 -« 0
pr=3(31) (3)= (o) =0

Cv. 3.3 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nésledujicich matic nad télesem C. Jsou vlastni vektory jednozna¢né?

wa=(5 %)

(a) Charakteristicky polynom matice A vzhledem k proménné \ je polynom
pa(A) = det(A — \,).

Jelikoz jsou vlastni ¢isla matice A pravé koreny polynomu p()\), muzeme
charakteristicky polynom vyuzit pro jejich vypocet.

Pro zadanou matici A dostaneme charakteristicky polynom

2—-A 6
pa(A) = det(A — \y) = det ( 6 3 )\)
=(2-XN)(-3—=X)—6-6.
Déle mtuzeme tento polynom upravit a najit jeho koteny:

paA) =2 -N(-3-A)—=6-6=A+X—42=(A—6)(A+ 7).
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Kofeny polynomu, a tedy vlastnimi ¢isly matice A, jsou hodnoty A\ =6 a
Ao = —T.

Vlastni vektor prislusny k danému vlastnimu ¢islu A najdeme jako bazi
jadra matice A — AI,,. Pro vlastni ¢islo \; = 6 tedy hledame bazi jadra

matice
2—6 6 (-4 6
6 -3—-6) \6 =9/

kterou tvori nap¥. vektor r; = (3,2)7. Podobné pro A\; = —7 hleddme bézi
Ker(A — Ao 1y), tj. bazi jadra matice

(757 L) =6 0)

Tu tvoif napf. vektor zo = (2, —3)7.

Matice A ma tedy vlastni ¢islo A\; = 6 s odpovidajicim vlastnim vektorem
z1 = (3,2)7 a vlastni ¢islo Ay = —7 s odpovidajicim vlastnim vektorem
xy = (2, —3)T. Vlastni vektory nejsou uréeny jednozna¢né — kazdy nenulovy
nasobek vlastniho vektoru je také vlastnim vektorem.

Charakteristicky polynom matice B je

0—Xx 1
pe(A) = det(B — A\l3) = det ( 9 9_ )\>
=-A2-N)+2=N -2\ +2.
Tento polynom méa pouze komplexni koreny, a to

—(=2) -2)2-4-1-2
Ao = (=2) \/é 1) =1+q.

Vlastni vektor pro \; = 1+ ¢ tvoii bazi jadra matice

(0_(—12“) 2—(11+2')> - (_1—;Z 1£2>

Béazi jadra najdeme (stejné jako pro realné matice) pomoci Gaussovy eli-
minace. Pfi¢tenim (—1 + i)-nasobku 1. radku k 2. fadku dostaneme:

<_1—52 1£2) ~ <—2+ (—_11—_i)i(—1+z') 1—i+ 11(—1+2')> ~

—1—1 1 —1—-2 1
242 1—-i—-1+41 0 0/

Vsechna FeSeni soustavy (B — A Iy)x = 0 jsou ve tvaru z(1,141) pro z € C.
Hledanym vlastnim vektorem je tedy napi. vektor z; = (1,1 + ).

Vlastni vektor zo pro druhé vlastni ¢islo Ay = 1 — i tvori bazi jadra matice

(0_(—12_” 2—(11—2')) B <_1—_2H 1—1|—z>

a je to napt. vektor zo = (1,1 — )7,

Matice B mé tudiz vlastni ¢islo Ay = 1 4 ¢ s odpovidajicim vlastnim vek-
torem x; = (1,1 + )7 a vlastni ¢islo Ay = 1 — i s odpovidajicim vlastnim
vektorem zy = (1,1 —4)7.
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(¢) Postupujeme obdobné jako u matic 2 x 2. Charakteristicky polynom matice
C vyjadiime pomoci determinantu:

2—A -1 2
po(A) = det(C' — Al3) = det 5 —3-A 3 =
—1 0 —2-A
= (2= A)(=3=AN)(=2= N+ (=1)-3-(=1) +2-5-0—
-2 (=3=X)-(-1)=3:0-(2=XA)—(=1)-5-(=2=X)

= —(A+1)>
Matice C' ma tedy vlastni ¢islo A = —1. Dale najdeme bézi jadra matice
2—(-1) -1 2 3 -1 2
5 —-3—(-1) 3 =5 -2 3|,
-1 0 -2 —(-1) -1 0 -1

kterou tvoif napt. {(1,1,—1)"}. Matice C' ma (trojnasobné) vlastni ¢islo
A = —1, kterému pifslusi jeden vlastni vektor z = (1,1, —1)7.

Cv. 3.4 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla matice

3201 =2
0200 O
A=12010 3
0501 0
4 8 07 =3

Reseni:
Charakteristicky polynom matice A opét dostaneme jako determinant
3—X 2 0 1 -2
-A 0 0 0
pa(A) = det(A — A\I5) = det 2 0O 1-X 0 3
0 5 0 1-2A 0
8 0 7T —=3-A
Pro vyjadieni determinantu této matice je vyhodné pouzit Laplaceiv rozvoj,

napft. podle 2. fadku (obsahuje jediny nenulovy prvek), nasledné podle 4. fadku
a nakonec podle 3. sloupce. Tim dostaneme charakteristicky polynom

33— =2
pa) = 2= (=N - Naer (P02 )
=—(2-N)(1=N*1+N).
Vlastni ¢isla matice A jsou tedy 2, 1 (trojnasobné) a —1.

Cv. 3.5 Zname t¥i vlastni ¢isla matice

100 7 -7
4 5 2 -2
A:16415—8’

30 4 26 —19
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ato Ay =3, Ay = —4 a A3 = 5. Dopocitejte zbylé vlastni ¢islo.

Resend:

K fteSeni tlohy mizeme vyuzit znalost vztaht mezi souc¢inem vlastnich cisel a
determinantem matice, respektive mezi souc¢tem vlastnich ¢isel a stopou matice:

det(A) = A1+ Ay, trace(A) = A1 + ... + A\,

Vypocet determinantu je pracnéjsi, ale i vyuziti tohoto vztahu vede k feSeni.
Determinant matice A muzeme spocitat napr. Gaussovou eliminaci, dostaneme
det(A) = —420. Pro zbylé vlastni ¢islo potom plati

det(A) = —420 = )\1)\2)\3/\4 =3- (—4) -5 )\4,

tedy Ay = —420/(—60) = 7.

v

Vyhodnéjsi je ale pouzit vztah mezi souctem vlastnich ¢isel a stopou matice.
Stopa matice je soucet prvka na diagonale, tedy

4
trace(A) = » a; =10+5+15-19 =11.

i=1

Protoze je stopa matice zaroven rovna souctu vlastnich ¢isel, plati pro zbylé

vlastni ¢islo
M=11—-A =X —XA3=11-3+4-5=T.



