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10. Dimenze, maticové prostory

Baze a dimenze

Dcv. 10.1 Najdéte bazi a urc¢ete dimenzi néasledujicich vektorovych prostori:

(a) R? nad R,
(b) C2 nad C,
(c) C2 nad R,
(d) P

Reseni:

(a) Bazi tvori naptiklad ey, ey ¢ jakékoli dva linedrné nezavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2

(b) Bézi tvoii napiiklad eq, ey ¢ jakékoli dva linearné nezavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2.

Tato vlastnost plati obecné. Je-li T téleso, pak vektorovy prostor T2 nad T
méa dimenzi 2 a jeho bazi je napiiklad kanonické baze ey, e5. Dikaz: vektory
e1, es jsou ziejmé linedrnd nezavislé a kazdy vektor v = (vi,v2)T € T lze
napsat v = v1(1,0)7 + v5(0, )T = vye; + vaes.
(c) Bézi tvorf napiiklad ey, e, (i,0)7, (0,4)7. Dimenze je tudiz 4.

Diikaz. Nejprve ukadzeme, Ze to jsou generatory. Kazdy vektor v € C? je
tvaru v = (ay + byi, as + bei)T, kde ay, as, by, by € R. MiZeme tento vektor
tedy vyjadrit

=a1(1,0)" 4+ b1(3,0)" + az(0, )T + by(0,4)".

Linearni nezavislost. Uvazujme linearni kombinaci vektori (s realnymi koe-
ficienty!)

a1 (1,007 4+ by(i,0)" 4+ az(0,1)" + b2(0,4)" = (0,0)", ay,as,by, by €R.
Rovnice lze ekvivalentng psat (a1 + b7, as + bei)” = (0,0) a je splnéna
pravé tehdy, kdyz a1 = by = ay = by = 0.

(d) Bézi tvoif napiiklad 1, z, 2. Dimenze je tudiz 3.

Dcv. 10.2 Najdéte viechny podprostory vektorového prostoru R? nad R.

Reseni:

Budeme postupovat vyc¢tem moznych hodnot pro dimenzi podprostoru. Dimenzi
0 ma pouze podprostor {o}, dimenzi 1 maji piimky prochazejici po¢atkem (téch
je nekone¢né mnoho), a dimenzi 2 ma jen cely prostor R?.

Dcv. 10.3 Urcete pocet podprostoru ZZQJ nad Z,.

Reseni:
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Opét rozdélime podprostory podle jejich dimenze. Dimenzi 0 mé pouze podpro-
stor {o}. Dimenzi 2 mé jen cely prostor ZIQJ. Dimenzi 1 maji ptfimky prochézejici
pocatkem. Pfimka méa normovany smér bud (0, 1) nebo (1,a), a € Z,. Celkem
dostéavame, ze pocet podprostort je p + 3.

Necht U, V' jsou podprostory vektorového prstoru W. Dokazte, ze pokud UNV =
{0}, pak kazdy vektor w € U+V lze zapsat jedinym zpusobem ve tvaru w = u+wv,
kdeuweUavelV.

Reseni:

Budeme postupovat sporem. Pfedpokladejme pro spor, ze existuji dvé rtzna
vyjadieni souc¢tu w = u+v = v + v/, kde u,u’ € U a v,v" € V. Pak ale vektor
z =wu—1u = v—1 je nenulovy a nachézi se v priniku U NV, coZ je spor
s predpokladem.

Maticové prostory

Dcv. 10.5

Bud
1 2 1
()
Nad télesem Zr rozhodnéte, zda plati:
(a) v € Ker(A),
(b) v e S(A).

Reseni:
Z definice jadra a sloupcového prostoru matice plati

Ker(A) = {z € T"; Az =0},
S(A) =span{A.1,..., Awm} = {Ax; x € T"},

staci tedy ovéfit, zda vektor v = (1,2)7 fesf soustavu Az = 0 nad danym té&lesem
a zda plati Ar = v pro ndjaké x € T?.

Nad télesem Zo:

(a) vektor v nepatii Ker(A), protoze

(000

(b) vektor v patii do S(A), protoZze soustava

a10)=(3112)~ (0 210)~ (0 1)3)

mé nad télesem Z; feSeni a plati (1,2)7 = 2(1,3)7 + 3(2,1)T.

Dcv. 10.6 Najdéte matici A takovou, ze

(a) R(A) obsahuje vektory (1,1),(1,2)T a S(A) obsahuje (1,0,0)7, (0,0,1)7,
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(b) bazi R(A) i S(A) tvoif vektor (1,1,1)7 a baze Ker(A) je (1,—-2,1)T.

Resendi:

(a) Tento priklad je zaméfeny na kreativitu a ne na postup podle Sablony.
Proto popiSeme jen zakladni myslenky, které pomohou hledanou matice
najit. Ze zadanych vektort v fadkovém a sloupcovém prostoru vidime, ze
hleddme matici 3 x 2. Déle, z podminek na tadkovy prostor dostavame
R(A) = R? neboli staci, aby matice A méla linearné nezavislé sloupce.
Pokud dame vektory z podminky na S(A) pfimo do sloupci matice A,
ziskdme pozadovanou matici

1
0
0

— O O

Hledana matice ale neni zdaleka jednoznac¢na. Pozadovanou vlastnost spl-
nuji dalsi matice, jako naptiklad

11 01
0 01, 0 0
1 2 1 0
(b) V tomto piipadé hledame matici 3 x 3, pro kterou plati

dimR(A) = dimS(A) =rank(4) =1, dimKer(A4) = 1.

Z véty o dimenzi jadra a hodnosti matice ale vime, Ze pro kazdou matici
A € T™ ™ musi platit vztah

dim Ker(A) + rank(A) = n.

V nasem piipadé dostavame 1 + 1 = dim Ker(A) + rank(A) = 3. Matice
spliiujici pozadované vlastnosti tedy neexistuje.

Dcv. 10.7 Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R™" plati

(a) S(A) = S(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),
(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A4) = S(B).

Resent:

(a) Tvrzeni neplati. Napiiklad matice

10 0 1
+=(a) 2= 0)
maji stejny sloupcovy prostor
span{(1,0)", (0,0)"} = S(A) = §(B) = span{(0,0)", (1,0)"},

ale jejich redukované odstupiiované tvary jsou rizné (obé matice jsou v RREF).
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Dcv. 10.9

(b) Neplati ani tato opa¢né implikace. Napiiklad pro matice
10 00
t=(o0) #=(10)
mame RREF(A) = RREF(B) = A, ale pfitom
span {(1,0)",(0,0)"} = S(A4) # S(B) = span {(0,1)",(0,0)"} .
S vyuzitim maticovych prostorii urc¢ete dimenzi prostoru

V={zeR" z1+...+x, =0}

Resend:

Prostor V' odpovida mnoziné reSeni soustavy
(11 - 1]0),

to znamena jadru matice A = (1 1--- 1) Tato matice ma rozmér 1 xn a ma hod-
nost 1. Pro dimenzi jadra pouzijeme vzorecek (véta o dimenzi jadra a hodnosti
matice):

dimV = dimKer(A) = n —rank(A) =n — 1.

Zavér: Hledand dimenze je tedy n + 1.

Kdybychom chtéli najit i bazi, tak jednoduSe vyfesime soustavu Axr = 0 po-
moci Gaussovy eliminace. Bazi tak tvoii napiiklad vektory (1,—1,0...,0)7,
(0,1,-1,0...,0)7, ..., (0...,0,1,—-1)7.

Rozhodnéte, zda plati rank(A + B) < rank(A) + rank(B) pro A, B € R"™*".
(Hint: Jaky je vztah mezi prostory S(A+ B) a S(A) + S(B)?)

Resent:

Uvazujme prostor generovany sjednocenim sloupcti matice A a sloupct matice B,
tedy spojeni S(A) + S(B). Dimenze tohoto prostoru je

dim(S(A) + S(B)) < dimS(A) + dim S(B) = rank(A) 4 rank(B).

Dale, prostor S(A) + S(B) obsahuje vSechny vektory generované sloupci matice
A+ B, tedy S(A + B) je podprostorem S(A) + S(B). Plati proto

rank(A + B) = dimS(A + B) < dim(S(A) + S(B)) < rank(A) + rank(B).
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