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9. Linearni nezavislost, baze vektorového prostoru

Linearni zavislost a nezavislost

Dcv. 9.1

Dcv. 9.2

Dcv. 9.3

Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tif vektort linedrné zéavisly.

Resendi:

1 vektor: Aby mnozina s jednim vektorem byla linearné zavisla, tak ten vektor
musi byt nulovy.

2 vektory: Aby mnozina dvou vektoru byla linearné zavisla, jeden vektor musi
byt nasobek druhého.

3 vektory: V tomto pripadé€ jeden vektor je linedrni kombinaci ostatnich, ale
nemusi byt nutné jeden vektor nésobek néjakého jiného.

Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)7, (1,0,1, )7, (1,1,0, )T, (1,1,1,0)T jsou
linearné zévislé v R* resp. v Z3.

Resent:

Zjistime, ze nad R jsou vektory linedrné nezavislé. Nad Zjz jsou ale linearné
zévislé, napriklad

1-(0,1, 1,7 +1-(1,0,1, )" +1-(1,1,0,)" +1-(1,1,1,0)" = 0.
Vidime tedy, ze linearni zavislost /nezéavislost zavisi na volbé télesa vektorového

prostoru.

Bud'te U, V podprostory prostoru W. Dokazte, ze UNV = {o} pravé tehdy, kdyz
kazdy vektor x € U + V se da jednoznacné zapsat jako x = u + v, kde u € U,
velV.

Reseni:
Ekvivalenci dokdzeme tak, ze ukazeme zvlast obé implikace.
=" 7 definice spojeni prostoru se kazdy vektor x € U + V da zapsat jako
r =u+wv, kde u € U, v € V. Musime tedy ukazat jednoznacnost tohoto
vyjadieni. Pro spor méjme dvé vyjadieni vektoru wx,

U+ v =2 = Uy + Vg
pro uy,us € U a vy,v9 € V. Rovnost upravime na

U1 — U9 = Vg — V1.

Vektor uy; —ug lezi v U a vektor ve — vy lezi ve V. Z pfedpokladu je UNV = {0},
¢ili uy — us = vo — v; = 0. Z toho ale vyplyva, ze u; = us a v; = vy a vyjadieni
x je tedy jednozna¢né. Spor.

,<=" Opét postupujeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje nenulovy vektor
w € UNV. Pak tento vektor mizeme vyjadiit dvéma riznymi zpusoby (prvni
s¢itanec je z U, druhy séitanec je z V):

wW=w-+o0=0+w.
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Dcv. 9.4 Urcete, zda nésledujici mnoziny vektori jsou linedrné nezavislé v prostoru real-
nych funkei R — R (nad télesem R).
(a) {z>+2x+3, z+ 1,z —1}.
(b) {sinz, cosx}.

ni:

Resent
(a) Opét hledame ay, ag, az € R takové, ze
ap- (22 +20+3)+ay-(x+1)+az-(z—1) =0,
neboli
oy - 2%+ (201 +ag +az) -2+ (3ag + ay — az) = 0.

Aby byl polynom nulovy pro vSechna x € R, musi byt vSechny koeficienty
polynomu nulové. Z toho dostaneme homogenni soustavu

10 0]0
21 110
31 =10

Tato soustava mé jediné Feeni (0,0,0)7, polynomy jsou tedy linearné ne-
zavislé.
(b) Hledame teSeni rovnice

aqsinx + agcosx = 0,

¢ili takova a1, ay € R, aby rovnice byla splnéna pro kazdé x € R. Protoze
nemiuzeme sestavit soustavu rovnic podobné jako v predchozich podilohéch,
snazime se nalézt takové x € R, pro které vynutime z rovnosti konkrétni
hodnoty a1, as. Pokud dosadime z = 0, dostaneme a, = 0, protoze sin0 = 0
a cos0 = 1. Pokud dosadime = = 7, pak nutné oy = 0, protoze sin § = 1

T

a cos 3 = 0. Aby byla rovnice splnéna, nutné musi a; = ay = 0. Zarovei
vidime, Ze a; = ay = 0 splhuji tuto rovnici. Funkce jsou tedy linearné
nezavislé.

Baze a souradnice

Dcv. 9.5 Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B = {21, 2y, 23, 24} jsou [v]p = (a1, az, as, as)?.
Urcete souradnice vektoru v vzhledem k bazi B’, pokud

(a’> B/ = {24723722;21}7
(b) B/ — {Zl + Z4yR2y 23, 24}7
(C) B/ = {Zl + 24, 29 + 23, 24, 22}.

Reseni:

Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B’ miZeme urcit standardnim zpuso-
bem, ale vzhledem k tomu, jak baze B’ vypadé, tak soufadnice odvodime piimo.
K tomu nam pomuze fakt, ze ze zadéni vime v = a121 + @229 + a323 + G424 =

Z?:l a;Z;.
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(a) Protoze muZzeme psat v = ayzy + azzs + aszo + a1 21, tak hledané souradnice
. _ T
jsoulv]p = (a4, a3, as,a1)" .

(b) Chceme vyjadiit vektor jako

v="(z1 4 24)+ 7 2o+ T 23+ 7 24,
pficemz vime
V= Q121 + 220 + a323 + a424.

Zde se nabizi vhodné pricist a odecist hodnotu ayz4 a vyjadrit vektor jako

v=a1(z1 + 21) + agzo + azzz + (ag — aq)z4,
7 ¢ehoy [v]p = (ay, as, as,as — ar)’.

(¢) Analogickou uvahou vyjadiime vektor jako

v =ai(z1 + 2z4) + aszo + azzz + (ag — a1)z4
= aq (21 + 24) + azzs + (a4 — a1)24 + a922
= CLl(Zl —f- 24) —|— CL3<22 + Zg) —I— ((14 — a1)24 —I— (CLQ — a3)22,

z &ehoy [v]p = (a1, a3, a4 — a1, as — az)?.
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