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8. Vektorové prostory a linearni obal

Vektorové prostory a podprostory
Dcv. 8.1 Najdéte netrivialni podmnoZinu R?, ktera je:

(a) uzaviena na séitani a od¢itani, ale ne na nasobky,

(b) uzaviena na nasobky, ale ne na s¢itani.

@\

Napr. sjednoceni dvojice riznobéznych piimek prochazejicich pocatkem.

Reseni
(a) Nap¥. mnozina {(i,4)T | i € Z}.
(b)

Dcv. 8.2 Rozhodnéte, zda nasledujici mnoZiny vektori tvoii podprostor R?:

(a) {(s,s?)"; s € R},
(b) {(s —t,2t)T; s,t € R}.

Reseni:

(a) Neni podprostorem, nebot mnozina neni uzaviena ani na nasobky, ani na
soucty. Napiiklad vektor (1,1)7 lezf v mnozing, ale jeji nasobek (2,2)T
nikoli.

(b) Nulovy vektor v mnozina pro t = 0, s = 0 lezi. Uzavienost na soucty a
souciny také plati:

o (a—b,20)" + (c—d,2d)T = ((a+c)— (b+d),2(b+d))T,
o aft —5,28)T = (at — as,2as)T.
Dcv. 8.3 Bud A € R™*"™. Dokazte, ze {x € R"; Ax = 0} tvoii vektorovy podprostor R™.

Reseni:
Aby mnozina tvorila podprostor, musi obsahovat nulovy vektor a byt uzaviena
na operace sc¢itani a nasobeni skalarem.

Pokud dosadime do soustavy rovnic vektor z = (0,...,0), dostdvidme na levé
strané soustavy nuly, tedy nulovy vektor je feSenim libovolné soustavy rovnic
s nulovou pravou stranou.

Uzavienost na nasobky. Pokud x € R”™ spliuje Az = 0, po dosazeni ax, kde
a € R je libovolné, dostavame

Alaz) = a(Az) = a0 = 0.

Obdobné pro soucty. Pro libovolné z,y € R"™ spliujici soustavu rovnic plati
Ax = Ay = 0. Tudiz

Alx+y)=Arz+Ay=0+0=0.
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Dcv. 8.4

Dcv. 8.5

Naleznéte vlastni ptriklady podprostoru prostoru matic R™*" nad R.

Reseni:
e Trivialni piiklady jsou cely prostor R"*™ nad R, nebo mnozina {0, }-

e Netrividlnim piikladem jsou poté horni (nebo dolni) trojihelnikové matice,
nebot nésobeni skaldrem, ani soucet dvou matic nezméni nulovost prvku
pod diagonalou.

e 7 podobného divodu tvori podprostor diagonalni matice.

e Obecnéji bychom mohli vzit libovolnou podmnozinu matic, kde uré¢ité cleny
zafixujeme rovny 0 a zbytek ¢lenti bude nabyvat libovolnych hodnot.

e Jinym piikladem jsou magické ¢tverce (tj. matice u nichz soucet libovolného
radku, sloupce i obou diagonal da stejné ¢islo).

Rozhodnéte, zda nasledujici tvori podprostor prostoru realnych posloupnosti
R>® = {(z1,29,...); x; € R, i € N}

(a) posloupnosti s kone¢né mnoha nenulami,

(b) monoténni posloupnosti (neklesajici a nerostouci posloupnosti ¢isel),

(c) fibonacciovské posloupnosti (spliujici z;11 = x; + ;_1, kde x1, 29 € R jsou

libovolné).

-

Reseni:
(a) Ano, snadno nahlédneme.
(b)

Ne nerou uzaviené na SOUCty

Naprlklad(l,0,0,0,...) (0,0,1,1,...) = (1,0,1,...).

(¢) Ano, snadno nahlédneme.

Linearni obal a linearni kombinace

Dcv. 8.6

Dcv. 8.7

Bud V' vektorovy prostor a M, N C V mnoziny vektori. Rozhodnéte, zda plati
span(M N N) = span(M) N span(N).

Resent:

Vztah obecné neplati. Napriklad pro M = {(1,0)7,(0,1)"} a N = {(1,1)"}.
Zatimco span(M N N) = {o}, tak span(M)Nspan(N) = span(N) = {(c,c)’; c €
R}.

Rozhodnéte, zda existuje linearni kombinace zadanych vektort davajici vektor
= (1,2,3)" a pokud ano, tak ji najdste: (1,1,1)7,(2,1,3)7,(3,1,5)7.

Resent:

K teSeni vyuzijeme postupu z predchozi tlohy, tedy prevedeni problému hledani
koeficientu linearni kombinace na feSeni soustavy linearnich rovnic. Dostavame
soustavu
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ktera nema TeSeni, protoze ji mizeme pievést Gaussovou eliminaci napiiklad na
tvar
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Hledana linedrni kombinace tudiz neexistuje.
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