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7. Permutace a vektorové prostory

Permutace

Dcv. 7.1

Dcv. 7.2

Méjme permutaci
p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).

Spoéitejte permutaci p~ 4.

Pro jakou nejmensi mocninu k£ > 1 dostaneme p* = id?

Reseni:

V nasem pripadé, kdy mocnime permutace, mizeme vyuzit jesté rozkladu na
cykly. Cyklus p = (uy,...,u;) délky k se pfi mocnéni chova tak, ze pF = id
a p**1 = p. To nas vede k metodé, kdy budeme mocnit kazdy cyklus zvlast a
mocninu daného cyklu spoc¢itame efektivné s vyuzitim modula jeho délky. Per-
mutaci p~* uréime stejnym zptisobem s tim, Ze uvazujeme i zaporné exponenty.
Tudiz (1,3,4)" " = (1,3,4)!, (2,57 = (2,5)° = id, (6,11,10,9,8,7)"14 =
(6,11,10,9,8,7)* = (6,8,10)(7,9,11). Nakonec dostavame

p M =(1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9,11).

Abychom uréili nejmensi mocninu k& > 1 takovou, ze p* = id, podivame se na
jednotlivé cykly a zjistime, jaké mocniny daji identitu. Prvni cyklus ma délku
3, tedy tfeti mocnina a jakykoli jeji cely nasobek daji identitu. Podobné druhy
cyklus ma délku 2, cili identitu dostaneme pro sudé mocniny, a konecéné treti
cyklus délky 6 vede na mocninu 6. Nejmensi spoleény nasobek cisel 2, 3,6 je 6,
tedy hledané k = 6. Pti Sesté mocniné se prvni cyklus protoci 2-krat, druhy
3-krat a posledni 1-krat.

Najdéte vechny permutace spliwjici p € Sip a p* = (1,3)(2,4)(7,8,9,10).

Reseni:

Podivejme se nejprve, jak muze vzniknout cyklus (1,3). Aby se 1 zobrazilo na
3 v p?, musf v p byt soudésti nejaké cyklu (...,1,a,3,...). Podobné aby se
3 zobrazilo na 1, musi byt (...,3,b,1,...). Spojenim obou tseku dostaviame
(...,1,a,3,b,1,...), tedy nutné cyklus (1, a, 3,b). V permutaci p* se tento cyklus
rozpadne na 2 podcykly (1,3)(a,b). Ze struktury p? je jedind moznost, ze a =
2,b = 4 nebo symetricky a = 4,b = 2.

Aby se dale prvky 5 a 6 zobrazily v p? sami na sebe, musi se bud oba zobrazit
sami na sebe uz v p, nebo tvorit cyklus o dvou prveich (5, ¢), (6,d). Pokud by
libovolné z ¢isel byl soucasti delsiho cyklu, slozenim permutace sama se sebou
bychom uZ nedostali (5), resp. (6). Ze struktury p? dale nutné vyplyva, 7e ¢ = 6
a d =5, jinak by (d) a (c) nebyly cykly z p?.

Zbyva urcit p(7), ..., p(10). Podobné jako v pripadé prvki 1, 3 odvodime, ze musi
existovat usek (...,7,¢,8,f,9,9,10,h,7,...), resp. cyklus (7,¢,8, f,9,¢, 10, h, 7),
ktery ale nejsme schopni pouze s pomoci prvku 7,...,10 zkonstruovat. Z toho
divodu zadné permutace p nespliuje zadani.
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Dcv. 7.3

Dcv. 7.4

Pozndmka. Znaménko permutace p® je vzdy sudé (pro libovolnou permutaci p),

nebot plati sgn(p?) = sgn(p)sgn(p) = sgn(p)? = 1. Ale zadana permutace

(1,3)(2,4)(7,8,9,10) ma znaménko (—1)197° = —1, tudiz nemiize byt druhou
mocninou zadné permutace.

Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Reseni:

Abychom dokazali toto tvrzeni, staci ukazat, Ze slozeni dvou permutaci p,q € S,
je prosté a na. Poté se bude jednat o bijekci na konecné mnoziné, coz odpovida
definici permutace. Toto ptjde jednoduse dokéazat z faktu, ze obé permutace tyto
vlastnosti spliuji.

Prosté: Méjme x,y € {1,...,n} a necht plati

(peq)(z) = pla(x)) = pla(y)) = (poq)(y).
Protoze zobrazeni p je prosté, plati, ze nutné ¢(z) = ¢(y). Nyni vyuzijeme toho,
ze je prosté ¢ a tedy plati, ze x = y. Tedy i zobrazeni (p o q) je prosté.

Na: Aby platila tato vlastnost, musi pro kazdé =z € {1,...n} existovat prvek
y € {1,...,n} takovy, ze (p o q)(y) = p(q(y)) = z. Protoze zobrazeni p je
Lna‘, tak existuje z € {1,...,n} takové, Ze p(z) = x. Zaroven z vlastnosti na
permutace ¢ existuje y, ze ¢(y) = z. Toto y splije tedy vztah ¢(p(y)) = =.

Najdéte vSechny symetrie ¢tverce, popiste je permutacemi a ovéite, Ze tvori
podgrupu grupy (Sy, o).
Reseni:
Analogické predchozimu cviceni ??. Kromé taméjsich symetrii zde méame navic:
e identita, ktera odpovida permutaci id = (1)(2)(3)(4),
e pieklopeni podle svislé osy odpovida permutaci (1,2)(3,4),
e pieklopeni podle vodorovné osy odpovida permutaci (1, 3)(2,4),
e otoceni o 180° odpovida permutaci (1,4)(2, 3).
e pieklopeni podle diagonaly, coz odpovida permutaci (1,4)(2)(3),
e pieklopeni podle $ikmé diagonaly, coz odpovida permutaci (1)(4)(2, 3),
e otoceni 0 90° ve sméru hodinovych rucicek, coz odpovida (1,2,4, 3),
e otoceni o 90° proti sméru hodinovych ruéi¢ek, coz odpovida (1, 3,4, 2).

Opét ovérime, Ze tato mnozina osmi permutaci je uzaviené na inverze a skladani,
takze tvori podgrupu.

Vektorové prostory

Dcv. 7.5

Rozhodnéte, zda tvori vektorovy prostor:

(a) R" nad R s operacemi z®y =z +y, a ©@z = |af -z,

(b) U x V nad T, kde U,V jsou vektorové prostory nad T, s¢itani a nasobeni
je definovano standardné po slozkéch.
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(c) mnozina v8ech zobrazeni f: M — V nad télesem T, kde M je dana mnozina
a V' vektorovy prostor nad T.

Resent:

(a) Neni vektorovy prostor, protoze neplati distributivita. Pro jakékoli g =
—a # 0 dostavame

(a+p)ov =10v =0#2]alv =lajv +|—alv =aG®v +50Owv.

Konkrétné napiiklad staci vzit a =1, 8 = —1, v = (1,1)T.

(b) Prvky mnoziny U x V jsou uspofadané dvojice (u,v), kde u € U, v € V.
Pro (u,v),(u,v") € U x V je soucet definovan takto: (u,v) + (u',0) =
(u+ u',v +v'). Nasobek je definovan analogicky a(u,v) = (au’, av), kde
aeTa (u,v)eUxV.

Vlastnosti operaci U x V nad T plynou z vlastnosti operaci pro jednotlivé
prostory U a V', takze se jedné vektorovy prostor.

(c) Pokud neni uvedeno jinak, uvazujeme prirozené definice operaci s¢itani a
nasobeni funkei, tedy

(f +9)(@) = f(x) +g9(x), (af)(z) = f(z).

Néasledné o dvou funkcich fekneme, Ze se rovnaji, pokud se rovnaji jejich
funkéni hodnoty na vSech x € M. Dané struktura je vektorovy prostor,
protoze plati

1. asociativita s¢itani
((f +9)+h)(x)=(f +9)(z) +h(z) = f(z) +g(z) + h(z),
(f+(g+h)(x)=f(z)+ (9+h)(z) = f(x) + g(z) + h(z),

ii. neutralni prvek pro s¢itani je funkce e(z) = o, kde o je nulovy vektor
prostoru V/,

iii. inverzni prvek f~! k funkci f je f~1(z) = —1- f(2),
iv. komutativita s¢itani

(f +9)(x) = fz) + g(z) = g(x) + f(2) = (g + [)(2),

v. asoclativita nasobeni skaldrem

(a(B)(z) = a(Bf)(z) = aBf(z) = (af)f(z) = ((af)[)(z),
vi. neutralni prvek pro nasobeni skalarem je 1 € T,
vii. distributivita
((a+B)f)(@) = (a+B)f(z) =af(z) + Bf(z) = (af)(x)+ (Bf)(2),
viii. distributivita
(a(f +9)(x) = a(f + g)(z) = a(f(z) + g(z)) =
= af(z) +ag(z) = (af)(2) + (ag)(@).
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