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5. Regularni a inverzni matice, grupy

Dcv. 5.1 Dokazte, Ze nasledujici matice jsou singularni, a to tak, ze najdete nenulové
feSeni soustavy Ax = 0:

(a) matice A mé nulovy i-ty sloupec tj. A, = 0;

(b) matice A mé i-ty a j-ty sloupec shodny, tj. A,; = A.; pro i # j.
Reseni:

(a) = =e;
(b) © =e; —ej.

Upravte nasledujici vyrazy.

(a) (ABC)™
(b) (I — BTA1)A + (ATB)TA!

Reseni:
(a) Staci iterativné aplikovat pravidlo (PQ)™t = Q71 P~L. Tedy:
(ABC)™ ' = (A(BO)) ' = (BC)'A ' =0 'B 1AL

(b) S vyuzitim zakladnich vlastnosti maticového soucinu, transpozice a inverze
odvodime

(I - B"A ™A+ (ATB)TA™!
=IA—BTA'"A+ (A"B)TA™'  [distributivita]
=IA—- BT+ (ATB)TA™! |definice inverze]
=A—- B+ (ATB)TA™! [nasobeni matici /]

=A—- BT+ BTAA™! [transpozice sou¢inu matic|
=A-BT+B7 [definice inverze|
= A.

Dcv. 5.2 Dokazte, ze pro A, B € R"*", kde A regularni, plati
(ABA Yk = AB* A,

Reseni:
Postupujeme matematickou indukei. Pro k£ = 1 tvrzeni plati, protoze
(ABA™Y)!' = AB'A™.
Indukéni krok. Necht tvrzeni plati pro k — 1, tedy (ABA-1)*1 = ABk-1A-1
Upravime za pouziti indukéniho predpokladu
(ABA™)YF = (ABA™)"1(ABA™") = (AB* A1) (ABA™)
= AB" 1 (A'A)BA™ = AB*'BA™!
= AB*A™!.
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Dcv. 5.3 Invertujte matici radu n:

Resendi:

—_ = =

1 ... 1
2 2
3 . 3
3 n

Podle postupu sestavime rozsifenou matici:

1
1
(AlL) =11
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11 0 0
210

3 1

D .0
ni0 ... ... 0 1

Od radku 2 az n odecteme prvni fadek a dostaneme

o O =
e
N = =

01 2

1 0 . 0
-1 1

0 1
-1 0 ... 0 1

V levé ¢asti je vpravo dole je matice stejného typu jako A, pouze o fad mensi.
Postupujeme tedy indukci déle a po dalsich n — 2 krocich dostaneme

1 1
0 1
0
0

0

1
1
1

1

10 ... ... 0
-1 1 :
0 1

o ... 0 —-11

Nyni od prvniho fadku ode¢teme druhy, pak od druhého tieti, atd. az od pfed-
posledniho ten posledni. Dostaneme matici, kde hledané inverze A~! je napravo

10 0
0 1 0
0 1

0
0

2 -1 0 0

-1 2 -1

0 0
o

o ... 0 -1 1
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Grupy

Dcv. 5.4 Zjistéte, zda je (Abelovou) grupou:

Q,-),
Q\ {0},0), kde a o b = |ab| pro vSechna a,b € Q,

a) (

(

(Q,0), kde aob = “2 pro viechna a,b € Q,

(Q,0), kde aob=a+ b+ 3 pro viechna a,b € Q,
(F,
té

+), tj. mnozina F vSech realnych funkci jedné proménné s operaci s¢i-
ani funkei,

(f) mnoZzina rotaci v R? kolem po¢atku s operaci skladani zobrazeni.

Reseni:
(a

) (@, ) neni grupou. Souéin je sice komutativni i asociativni operace a existuje
neutralni prvek 1, ale k ¢islu 0 neexistuje inverzni prvek.

(b) (Q\{0}, o) s operaci aob = |ab| neni grupou, protoze neni zarucena existence
neutralniho prvku. Pro kazdé a < 0 a ¢islo e je aoe = |ae] > 0 > a. Tudiz
zadné e nemuze splhovat definici neutralniho prvku pro zaporna a.

(¢) (Q,0) s operaci aob = “TH’ neni grupou, protoze aritmeticky primér c¢isel

neni asociativni. Napiiklad pro @ = 1, b = 5, ¢ = 7 mame ao (boc) =
(1+5+7)_35#5_ 1(1+5+7):(aob)oc.
(d) (Q,0) s operaci aob = a+ b+ 3 je Abelovou grupou. Asociativita a komu-

tativita plati z asociativity a komutativity s¢itani nad Q. Neutralni prvek
je e = =3, protoze pro kazdé a € Q plati

ace=a+(-3)+3=a=(-3)+a+3=coa.

Konecné, inverzni prvek k prvku a € Q je a™! = —a — 6, protoze

aocal=a+(-a—6)+3=-3=e=-3=(—a—6)+a+3=a'oa.

(e) (F,+) je grupou. Asociativita plyne z definice sou¢tu funkei a asociativity
s¢itani nad R. Pro kazdé f,g,h € F a z € R plati f(z) + (g9(x) + h(z)) =
(f(x) 4+ g(z)) + h(x). Neutralni prvek je identicky nulova funkce e(x) = 0
pro v8echna x € R. Inverzni prvek k funkci f € F je funkce —f.

(f) Mnozina rotaci v R? kolem poc¢atku je Abelovou grupou. Asociativita plyne
z asociativity skladani zobrazeni. Komutativita plati také, protoze uvazu-
jeme rotace v roviné. Neutralnim prvkem je naptiklad rotace o 360 stupni.
Inverznim prvkem k rotaci o thel « je rotace o thel o v opa¢ném sméru.

Dcv. 5.5 Vyplite tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Vysledek zdivodnéte.

o|0]1

(a)
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o0
(b) o
Reseni:

Fakt, ze 0 je neutralnim prvkem pro o urcuje prvni fadek i sloupec tabulky.
Existence levé i pravé inverze omezuje pozice 0 na diagonale nebo symetricky
podle diagonaly. Asociativita vynuti zbylé pozice. Dostavame:

o|0

(a) |0]0]1 ... aditivni grupa modulo 2, tj. (Zs, +)
111
ol|0 1

(b) oTol trivialni grupa,
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