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4. Operace s maticemi, regularni a inverzni matice

Dcv. 4.1 Pro A € R™*" urcete nésledujici.

a) Z vlastnosti sou¢inu muzeme upravit A(ae;) = a(Ae;). Vyraz A(ae;) tedy
odpovida a-nasobku i-tého sloupce A,;. Pro a = 1 tak dostaneme znamé
trvzeni Ae; = A,;.

(b) Opét nejprve upravime A(e; + e;) = Ae; + Aej. Vyraz A(e; + €;) tedy
odpovida souctu i-tého a j-tého sloupce A,; + A,;.

(c) Z vlastnosti soucinu mizeme upravit (ae;)TA = a(el A). Vyraz (ae;)’ A
tedy odpovida a-nésobku i-tého radku A;,. Pro a = 1 tak dostaneme znamé
trvzeni eiTA = A,

(d) Opét nejprve upravime (e; + €;)" A = e] A+ e A. Vyraz (e; + ¢;)" A tedy
odpovida souctu j-tého a j-tého fadku A;, + Aj..

(e) Aplikaci predchozich vztahu postupnym nasobenim dostavame (el A)e; =
Ajej = Ajj. Vyraz e;Aej tedy odpovida vybéru prvku a;;.

(f) Vyuzijeme v8ech predchozich vztahu a faktu, ze vektory x, y muzeme vyjad-
it jako kombinace x = x1e14+x2e2+. ..+ T ey 2y = y1€1+1y2ea+. . .+ Ynen.
Poté

2T Ay = (x1€1 + x99 + ... + xmem)TA(ylel + yoeo + ...+ Ynen).

Z distributivity, asociativity a vztahu e} Ae; postupné dostavame

m n m n m n
DD (wie) Alyse) = Y Y waysei Aej =) Y wiy;Ay.
=1 j5=1 =1 j=1 =1 j5=1

Dcv. 4.2 Vyjadiete elementarni radkové tpravy pomoci ndsobeni matic.

Reseni:
(a) Vynasobeni i-tého radku skalarem a # 0 muZeme zapsat pomoci matice
1 0 ... ... 0
0
Ei(a) = a
0
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Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (i,7) zaménime 1 za «. Na-
sobenim touto matici zleva nasobime -ty fadek konstantou a.

To muzeme ovérit z definice nasobeni. Necht A € R™*" je libovolna matice
a E;(a) € R™™ je matice popsana vyse. Potom pro libovolny fadek j €
{1,...,m} asloupec k € {1,...,n} matice E;(a)A € R™*™ plati:

(Ei(@)A)jk = > (Ei(a))jeAu

14

= (Bi@)yAn  ((Bi)e # 0 pouze pro € = )
A o,

— { gk PO ‘7 7 Z (dosadime za (E;(«));;)
aAj,  proj =1

Vidime, ze E;(a)A mé vSechny fadky kromé i-tého shodné s matici A a i-ty
radek je vynasoben skalarem «.

Pri¢teni a-nasobku j-tého fadku k ¢-tému fadku, kde ¢ # j. Muzeme zapsat
pomoci matice

J
1 0 ... ... 0
Eij(a) = 1
) « 0
1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (7, j) zaménime nulu za a.
Nésobenim touto matici zleva pricitame a-nésobek j-tého radku k i-tému.

Ovéreni provedeme z definice nasobeni matic. Necht A € R™*" je libovolnéa
matice a E;;(«) € R™*™ je matice popsana vyse. Potom pro libovolny fadek
ke {l,...,m} asloupec h € {1,...,n} matice E;;(a)A € R™*™ plati:

(Eij(0)A)en =Y _(Eij())ueAen

_ ) (Ei(@)) keAkn pro k #i
(Eij () ke Agn + (Bij(@))rjAjn - prok =i
(pro ostatni hodnoty m je (E;;())ke = 0)

{Akh pro k #1i

Akh + OéAjh pro k =1
(dosadime piislusné hodnoty z matice E;j(a))

Vidime, ze vSechny tadky kromé i-tého zustaly zachovany a k i-tému radku
jsme pricetli o nasobek j-tého radku.
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(¢) Prohozeni i-tého a j-tého fadku miizeme zapsat pomoci matice

i J
1 0 1

Ez‘j =
J 1 0

Tedy vezmeme jednotkovou matici a prohodime jeji -ty a j-ty radek. Na-
sobenim touto matici zleva prohazujeme -ty a j-ty radek.

Ovéreni zase provedeme z definice nasobeni. Necht A € R™*" je libovolna
matice £;; € R™ ™ je matice popsand vySe. Potom pro libovolny radek
ke{l,...,m} asloupec h € {1,...,n} matice E;; A € R™*" plati:

(EijA)kn = Z(Ez’j)kéAéh

((Eij)kkAkh pro k #1i,]

=9 (Eiyj)kiAin prok =37  (pro ostatni hodnoty ¢ je (Ei;)re = 0)
(Eij>ijjh pro k =1

Akh pro k 7& Z,j

=< A prok =j (dosadime pfislusné hodnoty z matice (E;;))

(Ajn prok =i

Vidime, zZe (E;;)A ma vSechny fadky kromé i-tého a j-tého shodné s matici
A a i-ty a j-ty fadek jsou prohozeny.

Dcv. 4.3 Co délaji matice elementarnich radkovych uprav pii nasobeni matice A zprava?

Reseni:

K odpovédi bychom mohli dojit nékolika zptlisoby. Jedna moznost by byla vy-
nasobit postupné matici A maticemi elementarnich fadkovych tuprav zprava a
zanalyzovat vysledek. My vSak vyuZzijeme toho, Ze vime, co se déje pii nasobeni
maticemi elementarnich fadkovych tprav zleva a vlastnosti transpozice matic.
Pokud je E jedna z matic uprav, dostavame

(AE)T = ET AT,

Na tento vztah se d4 nahliZet tak, Ze sloupce AE odpovidaji fadkim ETAT.
7 definice matic elementérnich fadkovych tuprav je snadné nahlédnout, jak vy-
padaji jejich transpozice. Konkrétné

o (Ei(a))" = Ei(a),
)’ = Eji(a),



4 4. Operace s maticemi, requldrni a inverzni matice

Zatimco pro prvni a tfeti tipravu je transpozice rovna puvodni matici, pro pfi-
¢teni a-nasobku j-tého radku i i-tému se transpozici zméni na pri¢teni a-néasobku
1-tého radku k j-tému.

Vidime tedy, ze ET AT odpovida provadéni elementarnich radkovych tprav na
fadky matice AT, které odpovidaji sloupciim matice A. Kombinaci viech téchto
pozorovani dostavame nasledujici zaveér.

(a) Sloupce AE;(a) odpovidaji fadktim E;(a)AT. Aplikaci této tipravy zprava
vynasobime i-ty sloupec matice A skalarem a.

(b) Sloupce AFE;;(«) odpovidaji fadkim Ej;(«a)A”. Aplikaci této tpravy
pri¢teme a-nésobek i-tého sloupce k j-tému sloupci matice A.

(c) Sloupce AE;; odpovidaji fadkim F;; AT. Aplikaci této tpravy zprava
prohodime -ty a j-ty sloupec matice A.

Dcv. 4.4 Najdéte inverzni matici k matici

dq 0
0 d,
Reseni:

Vyuzijeme algoritmu, kdy pomoci Gaussovy—Jordanovy (G-J) eliminace preve-
deme matici (A | I,,) na tvar (I, | A7h).

Pomoci G-J eliminace dostavame

Jediné, co G-J eliminace provadi za operace je preskalovani radku, protoze prvni
podmatice je jiz v diagonalnim tvaru.

Inverzni matice existuje ale jen tehdy, kdyz vsSechny hodnoty di,...,d, jsou
nenulové. V opacném piipadé je matice singulérni, a tudiz inverzi nema.
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