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13. Isomorfismus

Cv. 13.1 Mgjme linearni zobrazeni f: R — R zadané obrazem béaze B:

f(2,1,1) = (1,2,3)7,
f(173a 5) = (3727 1)T’
f(7v L 4) = (17 L, 1)T'

Zjistete, jestli je zobrazenf prosté (pokud neni, najdéte vektory u, v € R? takové,
zeu#vA f(u) = f(v)) ajestli je ,na* (pokud ne, najdéte vektor, ktery nema
piedobraz, tedy u € R? takové Ze Vv € R®: f(v) # u). Urcete dimenzi a bézi
obrazu a jadra tohoto linearniho zobrazeni.

Reseni:

Prostota: Napted urcime, jestli je zobrazeni prosté (injektivni). Pokud by ne-
bylo, pak by nutné existovaly dva rtizné vektory u,v € R?® (z definiéntho oboru)
takové, ze f(u) = f(v). Upravme si tuto situaci:

kde ,[f]g znaci matici linedrntho zobrazeni a [u]z, [v] g znaci vektory soufadnic
vektort u, v vidi bazi B, tedy [f(u)la = 4[flz - [ulp. V naSem ptipadé je béaze
A kanonicka baze. Tedy pokud je zobrazeni prosté, pak jeho matice ma ve svém
jadre jediny vektor o.

Sestrojime tedy matici (bude brat vektory soufadnic v bazi B a vracet vektory
soutadnic v kanonické bazi):

kan[f]B =

W N =
=N W

1
1
1

Pomoci Gaussovy eliminace najdeme jeji jadro:

1 3 1 1 3 1 1 31
221 ~(0 -4 -1]~{(0 41
311 0 -8 -2 000

Vidime, Ze jadro ma dimenzi jedna a vSechna TeSeni této homogenni soustavy
maji tvar: {(—1t, —1t,t)7; t € R}. Mizeme volit vektor [u]p = (1,1, —4)7, tedy

u=1-(2,1,1)" +1-(1,3,57 —4-(7,1,4)" = (-25,0,-10)",
ktery se zobrazi na nulu (stejné jako nulovy vektor)

£(0,0,0) = (0,0,0)" = f(—25,0,—10).



Priklady na procviceni z Linedrni algebry 1 %)

Cv. 13.2

Vsimnéte si, ze soufadnice vektoru z jadra matice byly vici bazi B, my chtéli

vvvvvv

souradnicemi.

Dimenze jadra: Vzhledem k tomu, Ze jadro linearniho zobrazeni ma dimenzi
jedna, tak jeho bazi miize tvorit naptiklad vektor u = (—25,0,—10)T (vzpo-
meiite, jak jsme na né&j prisli — plati, Ze [(—25,0,—10)T]p = (1,1, —4)).

Obraz a surjektivita (jestli je ,,na*): Kazdy vektor z obrazu je linearni
kombinaci sloupcovych vektorti. Specialné existuje vektor a € R?® takovy, Ze
f(a) = (1,2,3)" (psano v kanonické bazi), to byl nas zadany vektor (2,1,1)7,
ktery mél v bazi B soufadnice [(2,1,1)T]5 = (1,0,0)T.

Z minulé Gaussovy eliminace vidime, Ze dimenze obrazu (coz je dimenze sloup-
cového prostoru, coz dle véty z prednéasky je rovné dimenzi fadkového prostoru)
je rovna dvéma a jeji baze jsou napiiklad prvni dva sloupci matice |, [f] 5, tedy
vektory (1,2,3)7, (3,2,1)T (obraz je pak linearni obal téchto dvou vektort).
Dimenze obrazu je tedy dva a zobrazeni f neni ,na‘.

Vektor mimo obraz: Doplnénim téchto dvou vektori na béazi R? ziskdme vek-
tor, ktery nema predobraz ve zobrazeni f. Napiiklad to mize byt vektor (0,0, 1)
(pokud bychom nedopliovali z kanonické baze, ale z jiné, mohl nam vyjit jiny
vektor).

Rozhodnéte, zda zobrazeni f: R® — R3 dané predpisem

f('rayWZ) = (flf—l—y—QZ, Y=z x_y)T
je isomorfismem R? na sebe sama (takzvanym automorfismem).

Reseni:

Isomorfismus dvou vektorovych prostori je vzajemné jednoznac¢né lineérni zob-
razeni (tedy linearni zobrazeni, které je bijekce). Budeme chtit zjistit dimenzi
jadra (pokud je zobrazeni prosté, tak ma byt nulova) a dimenzi obrazu = di-
menzi sloupcového prostoru (pokud mé byt zobrazeni ,na“, tak musi byt stejna
jako dimenze prostoru, do kterého to zobrazeni jde).

Sestavime matici zobrazeni vaéi kanonické bazi (jakakoliv baze by poslouzila
stejné):

1 1 =2
kan[f]kan = 0 1 —1
1 -1 0

Abychom ur¢ili rank této matice, provedeme Gaussovu eliminaci:

1 1 =2 1 1 =2 1 1 -2
0o 1 -1}J~(0 1 —-1]~10 1 —1
1 -1 0 0 -2 2 00 O

Vidime, Ze dimenze jadra matice je rovna jedné, takze zobrazeni neni prosté. To
miZeme i snadno overit: £(0,0,0) = (0,0,0)T = f(1,1,1).

Obdobné dimenze sloupcového prostoru je rovna dvéma (vzpomeiite na vétu, ze
dimenze sloupcového a radkového prostoru se rovnaji). Tedy funkce neni ,na“.
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Opét bychom mohli ovéfit, Ze naptiklad vektor (0,0,1)" neni v obraze (stejna
Gaussova eliminace doplnéna o pravou stranu).

Zéaveér: zobrazeni f neni isomorfismem.

Cv. 13.3 Rozhodnéte, jestli jsou nésledujici dvojice vektorovych prostori isomorfni. Pokud
ano, najdéte vhodny isomorfismus.

(a) R2<% a RY,
(b) R* a P3 (prostor realnych polynomt stupné nejvys tii),

(c) R™mxm g R™*™

(d) R™ nad R a C" nad C,

(e) R? a {z = (z1, 32, 23,24)T € R* | 3 + 72 = 23 + 14 = 0},

(f) R* a prostor linearnich zobrazeni f: R* — R.

Reseni:

Dva vektorové prostory jsou isomorfni pravé tehdy, kdyz maji stejnou dimenzi a
funguji nad stejnym télesem.

(a) Ano, oba maji dimenzi 4. Neni té7ké rozmyslet, Ze isomorfismem je napii-
klad zobrazeni
a b T
(c d) — (a,b,c,d)".

(b) Ano, oba maji dimenzi 4. Realny polynom stupné nejvys tii
p(x) = po+ prx + poa® + paa’®

miiZeme reprezentovat jako uspofadanou étvefici (pg, p1, p2, p3)?. Isomorfis-
mem zde je

(P07P17P2,p3)T > po + p1 + pax® + P

(¢) Ano, isomorfismem bude napiiklad transpozice
A AT,

(d) Ne, prostory nepracuji nad stejnym télesem.

(e) Ano, oba maji dimenzi 2. mizeme volit napiiklad zobrazeni

(Z) — (a, —a, b, —b)".

(f) Ano, vektoru u € R* prifadime linearni zobrazeni f(x) = u’z. Naopak
kazdé linedrni zobrazeni f: R* — R se d& zapsat matici s jednim fadkem a
¢tyfmi sloupci (véta z prednasky).

Cv. 13.4 Bud f: U — V isomorfismus a z,...,x, € U. Dokazte, Ze jsou-li xy,...,x,
linearné nezavislé, pak i f(z1),..., f(z,) jsou linedrné nezéavislé.

Resendi:
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Cv. 13.5

Cv. 13.6

Mé&jme, ay, ..., a, takové, ze Y . a;f(x;) = o. Dostavame
n n
0= Zozlf(x)Z = f(Zozzxz) )
i=1 i=1
Pro isomorfismus plati, ze f(x) = o pravé tehdy, kdyz = = o. Proto také
Z?:l a;x; = o. 7 linearni nezévislosti zq,...,xz, dostavame, ze o; = 0 pro
vechny 4, tedy f(x1),..., f(x,) jsou linedrné nezavisle.

Jak pozname ze zadané matice A € T"™*" linearniho zobrazeni f: U — V, Ze
zobrazeni f je prosté, resp. ,na“?

Reseni:
Linearni zobrazeni je prosté pravé tehdy, kdyz Ker(f) = {o}. Z toho plyne, ze
je zobrazeni prosté pravé tehdy, kdyz

Ker(A) = {o}.
Jinymi slovy, musi 0 = dim Ker(A) = n — rank(A), neboli rank(A) = n. To
znamend, ze matice A méa linedrné nezavislé sloupce.

Linearni zobrazeni je ,na“ pravé tehdy, kdyz dimenze obrazu odpovidé dimenzi
prostoru V. Z toho plyne, Ze linearni zobrazeni je ,na‘ pravé tehdy, kdyz

rank(A) = m.
To znamena, ze matice A ma linearné nezavislé radky.

Najdéte priklady linearnich zobrazeni (vyjadienych napiiklad maticové f(z) =

Ax) takovych, aby zobrazeni

) bylo prosté a ,na‘“,

b)

(c)
)

(d) nebylo ani prosté, ani ,na‘“.

(a
(b) bylo prosté, ale nebylo ,na“,

nebylo prosté, ale bylo ,na“,

Reseni:
Toto je kreativni piiklad. Detailnéjsi podminky na matici A, aby prislusné line-
arni zobrazeni bylo / nebylo prosté ¢i ,na“ rozebereme pozdgji ve Cv. [13.5

(a) Napriklad A = I,. Zobrazeni je tudiz identita a zfejmé je prosté i ,na“.

(b) Napiiklad A = ((1)(%) Zobrazeni neni ,na‘, protoZe sloupce matice A

vygeneruji pouze dvoudimenzionalni podprostor v prostoru R3. Na dru-
hou stranu, zobrazeni je prosté, protoze vztah Ax = Ay vede na rovnici
A(x —y) = 0, kterd ma pouze trivialni feseni z = y.

(c) Napriklad A = ({91). Zobrazeni pak neni prosté, protoze A(1,1,1)T =
(2,2)T = A(0,0,2)T. Zobrazeni je ale ,na‘“, protoze ve sloupcich matice A
je kanonicka baze prostoru R?, tudiz vygenerujeme jakykoli vektor v R2.

(d) Naptiklad A = 0.
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Cv. 13.7 Rozhodnéte, zda je dané lineadrni zobrazeni prosté a zda je ,na“:

: P2 — R3 dané predpisem f(azx? + bz + ¢
: P2 — R3 dané predpisem f(azx? + bz + ¢

=(a+b, ¢, a+b)l,
=(a+b,20—c,a—0b)T.

~— ~—

Reseni:
Ve vsech pripadech muzeme vychazet z toho, Ze linearni zobrazeni f: U — V je
prosté pravé tehdy, kdyz

Ker(f) = {o}

a je ,na‘ pravé tehdy, kdyz

(a)

dim f(U) = dim V.

Zobrazeni neni prosté, protoze

(a+b+c,a+ba) =(0,00)7"
mé netrivialni reSeni, napiiklad a =b=c=0a d € R.
Zobrazeni je ,na‘“, protoze dimenze prostoru

{(a+b+c,a+b,c); a,bccR}
je 3. To lze nahlédnout naptiklad tak, ze 1ze vygenerovat vhodnout volbou
koeficientd a,b, ¢ vektory (1,1,1)T (1,1,0)7,(1,0,0)T, které jsou linearné
nezavislé.
Zobrazeni neni prosté, protoze rovnice

(a+b,2b—c,a—b+c a+b’ =(0,0,000)7"

mé mnozinu fesenf {(a, —a, —2a)’; a € R}.
Zobrazeni neni ani ,na“, protoze P? méa dimenzi 3, zatimco R* ma di-
menzi 4. PTi linearnim zobrazeni se muze dimenze zachovat nebo se snizit.

Zobrazeni neni prosté, protoze rovnice
(a+b,c,a+b)" =(0,0,0)7"
mé mnozinu Yesen{ {(a, —a,0)’; a € R}.
Zobrazeni neni ani ,na‘“, protoze hodnoty v prvni a posledni slozce jsou si
vzdy rovny. V obrazu tedy nelezi napiiklad vektor (1,0,0)7.
Zobrazeni je prosté, protoze rovnice
(a+b,2b—c, a—b)" =(0,0,0)"
ma pouze trivialni feseni.
Zobrazeni je ,na‘“, protoZe mnoZina obrazti {(a + b,c,a — b)T; a,b,c € R}
se da vyjadrit jako
{a(1,0, )" +b(1,0,—1)" 4 ¢(0,1,0)"; a,b,c € R}.
Vidime, Ze obrazem je linearni obal vektort (1,0,1)%, (1,0, —-1)%, (0,1,0)7,
které jsou linearné nezavislé. Dimenze obrazu je proto 3, stejné jako dimenze
prostoru P2.



