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11. Linearni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické
bazi

Definice linearniho zobrazeni

Cv. 11.1 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni f: R? — R? jsou linearni:

(a) fz,y) = (z,y+3)7,
(b) f(z,y) = (z +2y,y)",
(c) f(z,y)= (0,0,
(d) f(z,y) = (2% y)"
Resend.

(a) Zobrazeni f(x,y) = (z,y + 3) neni line4rni, protoZe nulovy vektor nezob-
razuje na nulovy vektor.

(b) Zobrazeni f(z,y) = (z + 2y,y)T je linedrni. Ovérime ob& podminky z defi-
nice.

Soucet. Uvazujme dva vektory (x,y) a (2/,y’). Jejich soucet se zobrazi na
vektor

fl@y)+ @) =fla+ay+y)=((z+2)+2u+y), w+y)" =
= (@+2y,y)" + (@ +2¢,9)" = f(z,y) + f(2,y).

Ndsobek. Uvazujme vektor (z,y) a skalar a. Pak vektor a(z,y) = (az, ay)
se zobrazi na vektor

flaz,ay) = (e +2(ay), ay)" = a(z +2y.y)" = af(z,y).

(c) Zobrazeni f(z,y) = (0,0)" je linearni. Vlastnosti z definice linearntho zob-
razeni se snadno overi.

(d) Zobrazeni f(x,y) = (2% y)” nenf linearni. Napiiklad pro vektor (x,y) =
(1,0) a skalar o = 2 dostavame

fla(z,y)) = flaz, ay) = f(2,0) = (4,0)",

ale

o f (2,5) = 2£(1,0) = 2(1,0)7 = (2,0)T.
Cili obecné f(a(z,y)) # af(z,y).

Cv. 11.2 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni z prostoru R"*" jsou linearni:
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Resent:

(a) Zobrazeni f(A) = AT je linearni, coZ plyne z vlastnosti maticové transpo-
zice:

(A+ B =A"+BY, (aA)! =aA”.

(b) Zobrazeni f(A) = I, neni linearni, protoze nezobrazuje nulovou matici na
nulovou.

(c) Zobrazeni f(A) = RREF(A) neni linearni. Naptiklad pro A = B = I,
mame

f(A+B>:]n%ln+ln:f(A)+f(B)'

Matice linedrniho zobrazeni vzhledem ke kanonické bazi
Cv. 11.3 Pro linearni zobrazeni f: R? — R? dané prepisem f(z,y) = (z + vy,  — y)*
vypoctéte matici linearniho zobrazeni vici kanonické bazi.
Reseni:
Navrhneme dva zptisoby vypoc¢tu matice zobrazent:

(a) Vyjdeme z definice, Ze linearni zobrazeni je popséno obrazem baze. V nasem
pripadé potfebujeme vypocitat obraz kanonické baze, ¢ili

f(el) = f(l,()) = (1’ 1)T7
flea) = £(0,1) = (1,-1)".

Tyto vektory tvori sloupce hledané matice

il = (3 1)

(b) Vyjdeme z predpisu f(x,y) = (x +vy, x — y)T, ktery chceme vyjadiit jako

ail ai2

f(x,y) = A(z,y)T pro uréitou matici A = (41! 212). Tedy

T4y — A T\ _ [an G2 A a11T + a2y
rT—y Y 1 A2 Y a1 T + axy )’

Neni tézké nahlédnout porovnanim koeficientd u z,y, Ze rovnost spliuje
matice
1 1
kan[f]kan = A = (1 _1) .

Cv. 11.4 Najdéte obraz vektoru v = (—1,1,2)7 pfi linedrnim zobrazeni f: R?® — R2
definovaném:

£(1,0,0) = (1, 1), £(0,1,0) = (=1,2)", f(0,0,1) = (0,0)".
Reseni:

Predvedeme dva mozné zptisoby, jak postupovat.
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(a) Prvni zpusob vyuZiva matici zobrazeni. Sestavime proto nejprve matici zob-
razeni vzhledem ke kanonické bazi. Protoze mame zadany obrazy kanonické
bézi, staci tyto obrazy poskladat do sloupcti matice. Tedy

e =(1 50

Hledany obraz pak dostaneme vynésobenim s matici zobrazent:
-1 0\ (! —2
0= ol e = sl = (15 0) (1] = (F):
(b) Druhy zpisob vychézi piimo z definice linearniho zobrazeni. Protoze
v=(-1,1,2)" = —1-e; +1-e3+2-es,
plati

flo)y=f(=1-es+1-ea+2-e3)=—1-f(er) +1- flex) +2- flez) =
= —1(1, )" +1(-1,2)" +2(0,0)" = (-2, 1)".

Cv. 11.5 Vypoctéte matici F linearniho zobrazeni f: R3 — R3, které po fadé zobrazi

vektory:
f((17 -3, 1)T> - (_17 L, O)Ta
f((()? 37 _2)T> = (07 17 _1)T7
f((=1,-2,2)") = (1,0,17).
Reseni:

Matici linearnich zobrazeni lze vypocitat i ze znalosti vektort a jejich obrazu.
Mé&jme mnozinu vektori X a jejich obrazii Y. Vektory X je na vektory Y zobrazi
matici linearntho zobrazeni F' pronasobenim F X =Y. Je-li matice X regulérni,
pak existuje jeji inverzni matice X~'. Upravime rovnici prondsobenim matici
X! zprava, dostavame FXX ' =Y X! cozserovnad F =Y XL

Matice X je matici vzorovych vektort zapsanych po sloupcich a matice Y je po
sloupcich zapsanou matici obrazi vektorti:

10 -1 -1 0 1
X=(-3 3 =2, Y=[1 1 0
1 -2 2 0 -1 1
Inverzni matice X ! k matici X se rovna:
-2 -2 -3
X'=[-4 -3 -5
-3 -2 =3
Vysledna matice zobrazeni F' se rovné:
-1 0 0
F=|-6 -5 -8

1 1 2



