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Baze a di

Cv. 10.1 Naj

10. Dimenze, maticové prostory

menze

déte bazi a urcete dimenzi nésledujicich vektorovych prostorii:

(a) R?*2 nad R,
(b) prostor symetrickych matic v R**? nad R.

»

Resend:

(a)
(b)

Bazi tvori napiiklad (9 9), (39). Dimenze je tudiz 4.
10 0
00 1

) (

Béazi tvori napiiklad ( ). Dimenze je tudiz 3.

Cv. 10.2 Budte U,V podprostory vektorového prostoru W a necht dimU = 7, dim V' = 8,
dim W = 13.

(a)
(b)

Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U + V') a najdéte konkrétni piiklady,
kdy se obé meze nabydou.

Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U N'V') a opét ukazte, ze je odhad
tésny.

Resendi:

(a)

Protoze oba prostory U,V jsou podprostory prostoru U + V', musi platit
dimU < dim(U + V) adimV < dim(U + V). To nam dava prvni odhad
zdola dim(U 4 V') > 8. Zaroven neni tézké nahlédnout, ze je odhad tésny, to
znamend, Ze se nékdy miize nabyt jako rovnost. Uvazujme napiiklad prostor
W = R!3 a jeho podprostory U = span{ey,...,er}, V = span{ey, ..., es}.
Potom U+ V =V, ¢l dim(U 4+ V) =dimV = 8.
Pro odhad shora stac¢i vyuzit toho, Zze oba prostory U,V jsou podprostory
prostoru W. Proto musi platit dim(U + V) < dim W. To vede na odhad
dim(U + V) < 13. I tento odhad je tésny. Uvazujme opét prostor W = R'3,
ale tentokrat s podprostory U = span{ey,...,er}, V = span{eg, ..., e13}.
V tomto piipadé U +V = W, a tak dim(U + V) = dim W = 13.
Zde vyuzijeme vétu o dimenzi spojeni a pruniku podprostort, ktera iika
dimU +dimV = dim(U + V) + dim(U N'V).
V naSem piipadé méa véta tvar

dm(UNV)=dimU +dimV — dim(U + V) = 15 — dim(U + V).

Pro odhady zdola a shora vyuzijme pfedchozi odhady na dim(U + V) a
dostaneme

dm(UNV) =15 —dim(U+ V) <15-8=7

dim(UNV) =15 —dim(U + V) < 15— 13 = 2.

Odhady jsou opét tésné, o emz nés presveéddi stejné piiklady jako v pred-
chozim bodu.
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Maticové prostory
Cv. 10.3 Bud - X
=) ()
Postupné nad télesy R a Zs rozhodnéte, zda plati:
(a) v € Ker(A),
(b) v e S(A).

Reseni:
Z definice jadra a sloupcového prostoru matice plati

Ker(A) = {x € T"; Ax = 0},
S(A) =span{A,1,..., A} = {Ax; x € T"},

staci tedy ovérit, zda vektor v = (1,2)7 fesf soustavu Az = 0 nad danym té&lesem
a zda plati Az = v pro n&jaké x € T2

Nad telesem R:

(a) vektor v nepatii do jadra matice A, protoze

()06 0)

(b) vektor v patii do sloupcového prostoru matice A, protoze soustava

1 21 1 2|1 102
(A“):<3 12)N<0 —5—1)”(0 1 é)

mé Feseni, konkrétné plati (1,2)" = 2(1,3)" + £(2,1)7.

Nad télesem Zs:

(a) vektor v patii do Ker(A), protoze

=D 6)-6)

(b) vektor v nepatii do S(A), protoZe soustava

1= 1)~ o)

nemé nad télesem Zs FeSeni.

Cv. 10.4 Najdéte baze prostori R(A), S(A) a Ker(A) pro matici
1 2 2 3
A=12413
36 1 4
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Cv. 10.5

Resent:

Prevedeme matici A do redukovaného odstupiiovaného tvaru RREF(A):

1223 120 1
A=|[2 41 3| ~[0 0 1 1] =RREF(A).
361 4 0000

Bazi fadkového prostoru R(A) tvoii (naptiklad) nenulové vektory v fadcich vy-
sledné matice, tedy vektory (1,2,0,1)T, (0,0, 1,1)T. Diivodem je, Ze elementarni
fadkové tpravy neméni fadkovy prostor matice, a tedy R(A) = R(RREF(A)).
Najit bazi fadkového prostoru matice RREF(A) je pak jednoduché — jsou to
vSechny nenulové radky.

Bazi sloupcového prostoru mizeme vybrat z puvodnich sloupci matice A, které
odpovidaji bazickym sloupctim odstupnovaného tvaru. Bazické sloupce jsou prvni
a t¥eti, tedy vektory (1,2,3)% a (2, 1,1)T tvoii bazi S(A). Zdivodnéni je ted jiné,
nez v pripadé radkového prostoru, protoze elementarni radkové tpravy obecné
mohou zménit sloupovy prostor matice. Co ale elementarni fadkové tpravy ne-
méni, je linedrni zavislost a nezéavislost mezi sloupci. Tudiz mizeme tvrdit: bazi
S(RREF(A) tvori prvni a tfeti sloupec matice RREF(A), proto bazi S(A) tvori
prvni a tieti sloupec matice A.

Bézi jadra matice A ziskdme z TeSeni soustavy Ax = 0. Mnozinu vSech feSeni
této soustavy muzeme vyjadiit pomoci nebazickych proménnych zo, x4 ve tvaru

(—21’2 — T4, T2, —T4, 334)T = (—2, 1, 0, O)T$2 + (—1, 0, —1, 1)T.734.
Bézi Ker(A) tedy tvori napt. vektory (—2,1,0,0)7, (=1,0,—1,1)T.

Z vektort vyberte bazi prostoru V' = span{vy, vs,vs3,v4} a pro ostatni vektory
najdéte soufadnice viici této bazi:

v = (3,1,5,4)7, vs =(2,2,3,3)", vs=(1,-1,2, 1), v, = (1,3,1,1)".

Resent:

Zapiseme jednotlivé vektory do sloupcii matice A, kterou prevedeme do reduko-
vaného odstupnovaného tvaru

32 1 1 10 1 0
1 2 -1 3 01 —1 0

A=153 9 1|™~lo o o 1|=BREF(A).
43 1 1 00 0 0

Pripomenme, Ze elementarni fadkové tpravy zachovavaji linearni zavislost a ne-
zéavislost mezi sloupci, a to dokonce i konkrétni linearni kombinace. Tudiz z ma-
tice RREF(A) snadno vy¢teme nejen béazi prostoru S(A) = V, ale i hledané
soufadnice.

Vidime, ze bazické sloupce jsou prvni, druhy a ¢tvrty. Bazi prostoru S(A) =V
tedy tvori pivodni vektory vy = (3,1,5,4)T, vy = (2,2,3,3)T a vy = (1,3,1,1)7.
Ze ttetiho sloupce upravené matice RREF(A) dostaneme souradnice vektoru vg
vzhledem k bazi B = {vy, v, v4}, nebot plati

v3=(1,-1,2, )" =1-(3,1,5,4)" + (-1) - (2,2,3,3),
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a tedy [vs]p = (1,—1,0)T.

Cv. 10.6 Urcete, jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matice

(a)
(b)

AeR™" B e R"P,
A € R™" regularni, B € R™*P.

Resendi:

(a)

Necht = € Ker(B), pak z definice jadra plati Bx = o. Vektor = patii také
do jadra matice AB, protoze

(AB)x = A(Bzx) = Ao = o,

dostaneme tedy inkluzi Ker(B) C Ker(AB). Obracena inkluze obecné ne-
plati, napi. pro A =0, a B = I, je vektor y = (1,0,...,0)T v jadru matice
AB, ale nikoliv v jadru matice B.

Nahlédneme, Ze pro regularni matici A plati také inkluze Ker(AB) C Ker(B),
a tedy muzeme psat Ker(AB) = Ker(B).

Dikaz. Necht xz € Ker(AB), potom (AB)x = o. Z regularity matice A
existuje inverzni matice A~!, pro kterou plati

Br = (A'A)Bx =AY ((AB)r)=A"0 =o,

z ¢ehoz plyne = € Ker(B).



