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9. Linearni nezavislost, baze vektorového prostoru

Linearni zavislost a nezavislost
Cv. 9.1 Zjistéte zda jsou vektory z R? linedrné nezavislé:

(a) (2,3,-5)7, (1,-1,1)7, (3,2, —2)7.
(b) (2,0,3)T, (1,—1,1)7, (0,2,1)7.

Reseni:
Vektory x1, ...,z jsou linedrné nezavislé, pokud jediné linearni kombinace
k
E ;T = 0
i=1
mé vSechny koeficienty a; = ... = ap = 0. Problém nalezeni koeficientu této

linedrné kombinace prevedeme na hledéni feseni soustavy linedrnich rovnic.

(a) Hledame koeficienty aq, ag, az € R takoveé, ze

2 1 3 0
aq - 3 + a9 - -1 +043' 2 = 0
-5 1 -2 0

Prevedenim na reseni soustav linearnich rovnic dostavame

2 1 310
3 -1 210
-5 1 =210

Jedinym FeSenim této soustavy je vektor (0,0,0)T, vektory jsou proto line-
arné nezavislé.

(b) Opét sestavime soustavu rovnic

2 1 .0/0

0 -1 2(0},

3 1 110
kterou prevedeme na odstupnovany tvar

2 1 010

0 -1 210

0 0010

Soustava méa tedy i netrivialni feSeni a vektory jsou proto linedrné zavislé.
Pro tplnost doplnime, Ze mnoZina feSeni soustavy je {(—xs, 223, x3)7; 23 €
R}. Tedy napiiklad pro x3 = 1 méame

2 1
—1-{o)+2-[-1]+1-[2] =
3 1

— @)
O O O
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Cv. 9.2 Necht u,v,w jsou linedrné nezavislé vektory z vektorového prostoru V' nad R.
Rozhodnéte, zda-li jsou néasledujici mnoziny linearné nezavislé.

Reseni:
(a) Linearné zavislé, nebot
O-u+0-v+1-0=o0.
(b) Linearné nezavislé, nebot jsou to ty samé vektory, jenom v jiném poradi.
Zménou poradi se linedrni (ne)zavislost vektortt neméni (proc?).
(c) Zde uz to ocividné neni, tak postupujeme obdobné jako v predchozim cvi-
¢eni 0.1} Hledame koeficienty oy, as, a3 € R takové, aby
0= aiu+ az(u+v) + as(u+w) = (a1 + ay + az)u + aw + azw.

Protoze u, v, w jsou linearné nezévislé, musi byt a; +as + a3 =0, as =0 a
az =0 a tedy i a; = 0. Proto je mnozina vektort {u, u+ v, u+w} linedrné
nezavisla.

(d) Obdobné jako v pfedchozim piipadé hledame oy, g, a3 € R takové, ze
0 = a1(u—v)+ag(u—w)+az(v—w) = (a1 +a)ut+(—as+az)v+(—ag—az)w.
7 linearni nezavislosti u, v, w dostavame soustavu
ay + as =0,

—a1 + a3 = 07

—0y — Qg = 0.

ReSenim této soustavy je mnozina {(as, —as, a3)’; az € R}. Mnozina {u —
v,u —w,v —w} je tedy linearné zavisla, napf. pro aig = 1 mame

l-(u—v)—1-(u—w)+1:-(v—w)=o.

Cv. 9.3 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a méjme dvé mnoziny vektori
X CY C V. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

Je-li X nezavisla, pak je Y zavisla.

(a
(b

)

) Je-li X nezavisla, pak je Y nezavisla.
c) Je-li X zavisla, pak je Y zavisla.
)

)

(
(d

(e) Je-li Y zavisla, pak je X zavisla.

Je-1i Y nezéavisla, pak je X nezavisla.
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Reseni:
Obecné dle definice se d& odvodit, ze nezavislost se prenési ,,dolu* a zavislost
,hahoru“. Konkrétné:

(a) Neplati: X = {(1,0)7} a Y = {(1,0)7,(0,1)T} jsou obé nezavislé v R,
(b) Neplati: X = {(1,0)”} je nezavisla, ale Y = {(1,0)7,(2,0)T} je uz zéavisla

v R2.
(c) Plati. M&me X = {vy,...,v} aY = {vy,..., 05wy ..., wy}. Podle pied-
pokladu je mnozina X zavisla, tedy existuji ay,...,a, € T takové, Ze

(ovg,...,q) #(0,...,0) a
J4
ZO&Z.’L'Z:O
=1

Vezméme fy, ..., B = (0,...,0). Pak stale plati, ze (a1, ..., ap, f1,. .., Bk) #

(0,...,0) a
Y4 k
Zaivi + Zﬁjwj =0
i=1 7=1

je netrividlni linearni kombinace vektort z Y, ktera se rovna 0. Mnozina Y
je tedy také linearni zavisla.

(d) Plati. Jde o obménu bodu (c).

(e) Neplati: Y = {(1,0)7,(2,0)"} je zavisla, ale X = {(1,0)”} je nezavisla
v R?.

Cv. 9.4 Urcete, zda nésledujici vektory jsou linedrné nezéavislé v prostoru realnych funkei
R — R (nad télesem R): {2z — 1, x — 2, 3z}.
Reseni:
Oznatme f(z) =2z — 1, g(z) = v — 2 a h(z) = 3z. Pak hledame oy, as, a3 € R
takové, ze ay - f(x) + as - g(x) + a3 - h(z) = 0 pro v8echna z € R. Dostavame

a1 2r—1)4+ay- (x—2)+az-3x= (201 + as + 3a3) - =+ (—a; — 2a0) = 0.

Rovnost je splnéna pro vSechna x pravé tehdy, kdyz je nulovy absolutni ¢len i
koeficient u proménné x:

20(1 + oo + 30&3 = 0,
—a1 — 209 = 0.

MnozZina Fegenf této soustavy je {(—2xs, x3, 23)7; r3 € R}. Mnozina {2x —1, x —
2, 3x} je tedy linearné zavisla, napf. pro z3 = 1 mame

—2-2r—1)4+1-(x—2)+1-(3z) =0.

Cv. 9.5 Najdéte ¢tyii linearné zavislé vektory z R* tak, aby:

(a) pravé jeden vektor byl linearné zavisly na ostatnich,
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(b) pravé dva vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,
(c) pravé tii vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,

(d) kazdy z nich byl linearné zavislych na ostatnich tfech,

g

Reseni:

Naprtiklad ey, eq, €3, 0 (ten posledni).

Sen
(a)
(b) Naptiklad eq, es, €3, 2e3 (ty posledni dva).
(c) Napriklad e;, ey, e3, es + e3 (ty posledni tii).
(d)

d) Napriklad eq, es, e3, e1 + €5 + e3.

Baze a souradnice

Cv. 9.6 Zjistéte, zda (—1,5,3)T € span{(1,2,2)T, (4,1,3)T}.
Pokud ano, tak urcete souradnice vektoru vzhledem k dané béazi.
Reseni:
Chceme vyjadiit vektor v = (=1, 5, 3)7 jako linearni kombinaci vektort (1, 2, 2)7,
(4,1,3)T, cili
(-1,5,3)" = a(1,2,2)" + 5(4,1,3)".

To je vlastné soustava tii rovnic o dvou neznamych (a, ), kterou miazeme zapsat

maticové
1 4]-1
2 11 5
2 3| 3
VyfeSenim soustavy zjistime, Ze existuje jediné feSeni o = 3, § = —1. To jsou i

hledané soufadnice [v]z = (3, —1)7.

Cv. 9.7 V prostoru P? najdéte soufadnice vektoru z? + 2 vzhledem k bazi 2° + 1, x — 2,
202 +x — 1.

Reseni:
Postupujeme analogicky, jako v predchozi tloze. Chceme vyjadrit vektor p(z) =
2?2 + 2 jako linearni kombinaci vektort 2% + 1, x — 2, 22% + x — 1, ¢ili
2?4+ 2=a@®+ 1)+ B(x —2) +y(22* +z —1).
Po aprave
v +2=(a+27)2" + (B+7)7+ (0 =26 7).
To ndm da soustavu tif rovnic o tfech nezndmych, jejiz maticové vyjadieni je
10 21
0O 1 1]0
1 -2 =112

Matice soustavy je regularni, a tudiz soustava mé jediné feSeni, a to a = 3,
=1, v= —1. Hledané soufadnice jsou [p(z)|p = (3,1, —1)T.



