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8. Vektorové prostory a podprostory, linearni obal

Vektorové prostory a podprostory

Cv. 8.1 Rozhodnéte, zda nasledujici mnoZiny vektori tvoii podprostor R?:

(a) {(s,5")7; s € R},
(b) {(s—t,2t)7; s, € R}.

Reseni:
Aby mnoZina tvorila podprostor R?, je tieba, aby obsahovala (0,0) a byla uza-
viené na operace séitani a nasobeni skalérem.

(a) Neni podprostorem, nebot mnozina neni uzaviena ani na nasobky, ani na
soucty. Napiiklad vektor (1,1)7 lezf v mnozing, ale jeji nasobek (2,2)T uz
nikoli.

(b) Nulovy vektor v mnozina pro ¢t = 0, s = 0 lezi. Uzavienost na soucty a
souciny také plati:

o (a—0,20)" + (c—d,2d)" = ((a+¢c) — (b+d),2(b+d))T,
o ot —s5,28)T = (at — as,2as)?.

Cv. 8.2 Rozhodnéte, zda nasledujici tvori podprostor prostoru redlnych posloupnosti
R> = {(.Il,l'g, . )7 T; € R, 1€ N}

(a) posloupnosti s nekone¢né mnoha nulami,

(b) posloupnosti s kone¢né mnoha nulami.

R

eSeni:
(a) Ne, nejsou uzaviené na soucet.
Napiiklad (0,1,0,1,...) 4+ (1,0,1,0,...) = (1,1,1,1,...)

(b) Ne, posloupnost samych nul jako nulovy prvek nenélezi do této mnoZziny.

Linearni obal, linedrni kombinace
Cv. 8.3 Bud V vektorovy prostor a M, N C V mnoZziny vektorti. Rozhodnéte, zda plati

(a) span(span(M)) = span(M),
(b) M C N = span(M) & span(N),
(¢c) M C N <« span(M) & span(N).

Reseni:
Ukézeme dva mozné zpiisoby feseni, podle toho, jakou charakterizaci linedrniho
obalu pouzijeme.

Pruni zpisob. Podle prvni definice je linearni obal span(M) mnoziny M tvofeny
prinikem vSech podprostorii, obsahujicich mnozinu M. Jinymi slovy, span(M)
je (co do inkluze) nejmensi podprostor obsahujici M.
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(a) Ano. Mnozina span(M) je jiz podprostor, tudiz jeho linearni obal je on sam.

(b) Ano. Pokud podprostor U obsahuje mnozinu N, pak obsahuje i mnozinu M.
Tudiz pii konstrukei linearniho obalu span(M) délame prunik z tychz pod-
prostort, jako pii konstrukei span(N), plus piipadné jesté z néjakych navic.
Proto span(M) € span(N).

(c) Tento vztah obecné neplati. Vezméme napiiklad mnoziny M =V a N =
M \ {o}. Plati, ze span(M) = span(NV), tim padem i span(M) & span(N),
ale zaroven neplati M C N.

Druhy zpisob. Zde vychazime z tvrzeni, ze x € span(M) pravé tehdy, pokud
existuje k € N, vektory x1,...,xr € M a koeficienty aq, ..., «a; takové, ze

k
r = E ;5.
i=1

(a) Ukazeme nejprve, ze span(M) € span(span(M)), tedy ze
xr € span(M) = x € span(span(M)).

Protoze x € span(M), da se vyjadrit jako z = Zle a;r; pro x; € M.
Protoze ale z; € span(M) a plati z = Zle a;x;, dostavame z tvrzeni vyse,
ze x € span(span(M)).

Naopak pokud x € span(span(M)), poté existuji xq,...,x, € span(M) a
ai, ..., q takove, Ze x = Zle a;x;. Kazdé x; € span(M) muzeme vyjadrit
jako z; = Zf’zl Bi;jyij pro jisté y;; € M. Po dosazeni dostavame

k k 4 k i
r= Z ;T = Z Q; (Z @gyzg) Z (iBij)Yij -

1 =1

Toto je linearni kombinace vektortu y;; € M s koeficienty «;f3;;, tedy x €
span(M).

(b) Kazdy vektor z € span(M) mitzeme vyjadfit jako z = 3% | a;x; pro urcité
x; € M a k € N. Protoze M C N, plati také, 7e x; € N, tedy x € span(NV).

(c) Jiz jsme nahlédli protipiikladem v prvni ¢asti.
Cv. 8.4 Rozhodnéte, zda vektory (1,2)7 a (3,4)7 generuji R?.
Reseni:

Aby dané vektory generovaly R?, musi jit kazdy vektor (a,b)” € R? vyjadrit jako
jejich linearni kombinace, t;j.

a 1 3
(3) = (2) = ()
Pokud rovnost vektori rozepiseme po slozkach, dostavame soustavu

a+38=a
20 + 45 = b,
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Cv. 8.5

kde a, 8 jsou neznamé. Maticové miuZzeme soustavu prepsat a vytesit jako

1 3]a
( 2 41b ) ’
Protoze je matice soustavy regularni, méa soustava jediné feseni pro jakékoli
hodnoty a,b € R. Kazdy vektor lze tedy pomoci zadané dvojice jednoznacné
generovat. K tomuto zavéru nepotiebujeme znat presny tvar reseni soustavy. Na
druhou stranu, feseni soustavy nam dava dodate¢nou informaci, a to koeficienty
2a—b

VIR TV TS . - o e 3b _
piislusné linearni kombinace. V nasem piipadé je feseni o = —(2a+%3), 8 = =4=.

Rozhodnéte, zda existuje linearni kombinace zadanych vektora déavajici vektor
r = (1,2,3)T a pokud ano, tak ji najdste: (2,1,3)7,(3,1,2)T,(1,1,1)T.

Resendi:

K reSeni vyuzijeme postupu z predchozi tlohy, tedy prevedeni problému hledani
koeficientu linearni kombinace na feSeni soustavy linearnich rovnic.

Dostavame soustavu

_ N
_ W
[NR

1
1
32 113

kterd ma jednoznacné teSeni, protoze ji miZzeme pievést Gaussovou eliminaci
napiiklad na tvar

11 1] 2
01 —-1|-3
00 —=3|-6

Regenim je vektor (1,—1,2)7, tedy plati, ze

2 3 1 1
-1 =1-{1]+2-[1]=]2
3 2 1 3



