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7. Permutace a vektorové prostory

Permutace

Cv. 7.1 Mg¢jme permutace
(1 2 3 456 (1 2 3 456
P=\2 34165/ 97\1 3256 4)

Najdeéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte permutace p, ¢ mezi sebou v obou
poradich.

Reseni:

Permutace p zobrazuje 1 — 2, dale 2 — 3, 3 —+ 4 a 4 — 1. Tudiz jeden cyklus
je (1,2,3,4), analogicky druhy cyklus je (5,6). Tudiz zapis permutace pomoci
cykla je p = (1,2,3,4)(5,6).

Podobné pro permutaci ¢ mame 1 — 1 (prvni cyklus), 2 — 3, 3 — 2 (druhy
cyklus) a4 — 5,5 — 6, 6 — 4 (tfeti cyklus). Permutaci ¢ lze zapsat pomoci
cyklu jako ¢ = (1)(2,3)(4, 5, 6).

Permutace p je zadana na n = 6 prvcich a sklada se ze ¢ = 2 cyklua, proto
méa znaménko sgn(p) = (—1)rPoteteykli — (_1)6=2 — 1 Podobné spocitame
sgn(q) = (=1)°7° = —L

Inverzni permutaci k permutaci p mizeme najit nékolika zptisoby. Pokud vy-
jdeme z tabulkového zadéni p, tak stac¢i prohodit oba tadky, ¢imz se ze vzoru
stanou obrazy a naopak, a pak jen settidit sloupce od nejmensiho po nejveétsi.
Dostaneme p~! vyjadrené tabulkou

Pokud vyuzijeme zépisu p pomoci cykli, staci pouze prohodit poradi ¢isel v kaz-
dém cyklu, tj. p~! = (4,3,2,1)(6,5). Zde si miizeme uvédomit, Ze cykly délek 1
a 2 nemusime invertovat, protoze jsou sami sob¢ inverzni.

Permutace sklddame jako kazdé jiné zobrazeni, tedy p o g zobrazi prvek i na
p(q(7)). Tabulkové vyjadieno

123456
¢+ 4314
13256 4
A
2 43651

¢ili
1 2 3 45 6
2 4 3 6 5 1)
Podobné muzeme postupovat pomoci popisu pies cykly a dospéjeme k vyjadieni

pogq = (1,2,4,6)(3)(5). Pro srovnani, slozeni v opa¢ném pofadi je g op =
(1,3,5,4)(2)(6). To ilustruje, ze skladani permutaci neni komutativni.
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Cv. 7.2

Cv. 7.3

Méjme permutaci
p=1(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).

Spoéitejte permutaci p°.

Pro jakou nejmensi mocninu k£ > 1 dostaneme p* = id?

Reseni:

Naivni zptisob spoé¢itani p? je sloZit postupné permutaci p” = popopopopo
popopop.

Efektivngjsi zpusob pocitani vysokych mocnin (¢ehokoli) je vyuziti dvojkového
zapisu exponentu a iterovaného mocnéni na druhou. Konkrétné k permutaci p°
se dostaneme tak, Ze spo¢itdme p?> = p o p, nasledné p* = p? o p?, p® =pop* a
nakonec p° = p® o p.

V nasem pripadé, kdy mocnime permutace, mizeme vyuzit jesté rozkladu na
cykly. Cyklus p = (uy, ..., u;) délky k se pii mocnéni chova tak, ze p* = id a
p**t1 = p. To nas vede k metodé, kdy budeme mocnit kazdy cyklus zvlast a moc-
ninu daného cyklu spocitame efektivné s vyuzitim modula jeho délky. Konkrétné,
(1,3,4)° =id, (2,5)? = (2,5)' = (2,5) a (6,11,10,9,8,7)? = (6,11,10,9,8,7) =
(6,9)(7,10)(8,11) Tudiz

P’ = (1)(2.5)(3)(4)(6,9)(7,10)(8, 11).

Najdéte vsechny symetrie obdélniku, popiste je permutacemi a ovéite, Ze tvori
podgrupu grupy (Ss,0).

Reseni:

Obdélnik ma ¢tyii symetrie:

identita, ktera odpovida permutaci id = (1)(2)(3)(4),

preklopeni podle svislé osy odpovidé permutaci (1,2)(3,4),

preklopeni podle vodorovné osy odpovida permutaci (1, 3)(2,4),

otoceni o 180° odpovida permutaci (1,4)(2,3).

Snadno ovérime, Ze tato mnozina permutaci je uzaviena na inverze a skladani,
¢ili tvori podgrupu.

Vektorové prostory

Cv. 74

Rozhodnéte, zda tvori vektorovy prostor:

(a) R™ nad Q,
(b) Q" nad R,
(¢) R" nad R s operacemi t by =x+y, a @ r = —a -z,

(d) R™ nad R s operacemi z @y =24y, a®x = —a -z, Vr,y € R" a € R,
kde vsak tentokrat a © f = —a - 8,Va, S € R.

)
)
)
)
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(a)

Jedna se o vektorovy prostor, protoze R™ nad Q mé pro operace s¢itani a
nasobeni skaldrem stejné vlastnosti jako vektorovy prostor R™ nad R. Po-
tencialné jediny problém by mohl byt pouziti jiného télesa, protoze bychom
mohli pfi nédsobeni skaldrem dostat vektory mimo R”. Protoze Q C R, tento
problém nenastane.

Narozdil od pfedchoziho piipadu zde uz problém nastane. Nejedna se o vek-
torovy prostor, protoze pfi nasobeni vektoru skaldrem se nejedné o operaci
R x Q" — Q"; muzeme dostat ve vektoru realné slozky. Neni splnéna uza-
vienost mnoziny na danou operaci.

Neni vektorovy prostor, protoze neplati asociativita nasobeni:
a@(fov)=a0 (-pfv)=afv #—afv = (af)Owv.

Jako konkrétni protipriklad stadi vzit a = 3 =1a v = (1,1)T.

Jako prvni ovéfime, ze (R, +,®) je téleso. Zjistime, Ze neutralnim prvkem
vzhledem k nasobeni ® je -1. Dale postupujeme jako u predeslych prikladi,
tedy ovérujeme defini¢ni vlastnosti vektorového prostoru. Jedna se o vek-
torovy prostor.



