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6. Konecnd télesa Z,

6. Konecna télesa Zp

Cv. 6.1 Vyjadrete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a)
(b)

(271 +1)4)"t a4/3 v télese Zs,
6+7, —7,6-7,71a6/7v telese Zi;.

Resendi:

(a)

Téleso Zs je definovano jako mnozina vSech zbytki v Z po déleni 5 spolu
s operacemi souc¢tu a souc¢inu modulo 5. Pro ndzornost uvadime tabulky pro
obé operace.

Zs.+ 1012374 [Zs,-]0[1]2]3]4
0 |0[1]2]34 0 |0/0][0]0]0
1 |[1[2(3[4]0 1 [0|1]2[3]4
2 (23401 [ 2 [o]2(4]1[3
3 [3(4][0]1]2 3 |0[3[1]4]2
4 [4]0[1]2]3 4 |ol4(3]2]1

Podle definice télesa mé& mnozina Zs \ {0} = {1,2,3,4} se sou¢inem mo-
dulo 5 tvorit Abelovu grupu; zde je to takzvana multiplikativni grupa mo-
dulo 5. V tabulce muzeme nékteré vlastnosti grupy snadno nahlédnout,
napiiklad komutativitu nebo existenci neutralniho a inverzniho prvku.

Nyni miizeme vyhodnotit zadané vyrazy v Zs, kde pfi vypoctu nalezneme
multiplikativni inverzi k libovolnému a € Zs \ {0} v tabulce tak, ze v fadku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpovidajicitho sloupce musi byt hledana
multiplikativni inverze a=!, protoZe a - b = 1 v Zs. Dostavame:

@'+ D)) ' =(B+D)) T =4 =) =1vZs

4/3=4-3"1=4-2=3v Zs.

Postupujeme podobné jako pro Zs, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro soucin v Zi;. Dostavame:

6+7=6+7(mod 11) = 13 (mod 11) = 2 v Z1,
—7=11—-"7(mod 11) =4 v Zy;.
6-7=6-7(mod 11) =42 (mod 11) =9 v Zy;.

P1i hledani multiplikativni inverze k prvku 7 mtuzeme postupovat jako pii
vypoctu radku odpovidajictho 7 v tabulce pro soucin v Z;;. Vypocet zasta-
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vime v momenté, kdy uvidime na pravé strané ¢islo 1:

7-1=71,
7-2=23,
7-3 =10,
7-4=06,
7-5=2,
7-6=09,
7-7=05,
7-8=1.
Vidime, ze
7T =8v Z.

Tuto hodnotu vyuzijeme i pii poslednim vypoctu:

6/7T=6-7"'=6-8=48 (mod 11) =4 v Zy;.

Nad Zs5 najdéte mnozinu vsech fesSeni soustavy rovnic

3xr+2y+z =1,
dr+y+32=3

a spocitejte jeji mohutnost.
Reseni:
Postupujeme podobné jako pro soustavy rovnic nad R. Vyuzijeme toho, Ze elimi-

novat prvky pod pivotem muzeme pfi¢tenim vhodného nésobku radku s pivotem.
Pri¢tenim 2-nésobku prvniho fadku k druhému dostavame

(3 2 11>N<3 2 11)
4 1 3|3 00 00/
Za volné proménné zvolime parametry y, z € Zs a vyjadiime
r=3"1-2y—2)=2(1+3y+42) =2+y+ 3z
Mnozina vSech TeSeni dané soustavy je tedy
{(2,0,0)7 + 4(1,1,0)T + 2(3,0, )7 | y, 2 € Zs}.

Mame 25 = 5 - 5 riznych voleb parametri y a z a mohutnost mnoziny feseni je
tedy 25.

V Z7 spoéitejte mocninu matice A% pro matici A = (32).

Reseni:
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Nad koneénym télesem musi byt posloupnost matic A* proi = 1, ..., oo cyklicka.
Spoc¢téme nékolik prvnich ¢lenu této posloupnosti:

3 2
— Al —
]
42— 32\ (3 2\_(40
1 4/\1 4 0 4)”
yi 4 0\ (3 2\_(51
0 4/\1 4 4 2)°
o 5 1\ (3 2\ _(20
4 2)\1 4 0 2)”°
o 2 0\ (3 2\_(6 4
0 2/\1 4 2 1)
46 — 6 4\ (3 2\_(10
2 1/)\1 4 0 1)
1 0\ /3 2 3 2
7 _ _
w=(o )0 9)=00)=
Vidime, Ze perioda této posloupnost je 6. Hledanou mocninu matice tedy spoci-
tame jako
20
100 __ A100 (mod 6) __ A4 __
A=A =A"= (0 2) .
Pozndmka. Trochu prace si mtzeme uSetfit tim, Zze si uvédomime, Ze druha moc-
nina ma tvar A% = 47,. Tudiz
AlOO — (A2)50 — (4]2)50 — 450_[”.
Tim jsme maticovy problém zredukovali na skalarni problém. Z Malé Fermatovy
véty vime, Ze 45 = 1 v Z, ¢ili
450[71 _ 450 (mod G)In _ 42[71, _ 2]'n
Cv. 6.4 Spocitejte 203332 v télese Zs;.

Reseni:
Z Malé Fermatovy véty vime, Ze v télese Zs; je 20°° = 1. Proto

203332 — 203332 (mod 30) — 202 — 928,



