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5. Regularni a inverzni matice, grupy

Cv. 5.1 Invertujte matice elementarnich radkovych tprav.
Reseni:
UkéZeme dva postupy.

1) Prvni zptisob je pomoci G-J eliminace pievodem (A | I,,) na (I,, | A™!). Matici
E;(a) invertujeme takto:

1 0 ... ... 0|1 0 ... ... 0
0o . - S P :
(E() [ )=+ . a - fff 1 i~
: ' 0]: 0
0 0 0 0 1
0 0/1 0 0
0 0 f
~ 1 1/a | = Ei(a™))
o ... ... 0 1/0 ... ... 0 1
Matici E;j(c) invertujeme takto:
1 0 ... ... 041 0 ... ... 0
oo
(Eij(@) | In) = IR T B B
a o0 e 0
110 0 1
1 0 0|1 0 0
0 :
~ 1 1 | = Un | Eij(—a))
: w0 -« 0
0O ... ... 0 1 1

Matici E;; invertujeme takto:

(Bij | In) = ~

~ = (In | Eij).
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Cv. 5.2

Cv. 5.3

Tudiz Ei(Oé)_l = EZ'(OK_1>, EZ"(Oé>_1 = EZ<—O[) a E;l = EZ]

2) Druhy zptsob je vyuzitim vyznamu matic elementarnich aprav. Matice F;(a)
nasobi i-ty rfadek ¢islem a # 0. Inverzni operace je vydéleni i-tého fadku ¢islem
«, coZ je reprezentovano matici E;(a™!). Zkouska E;(a)E;(a™!) = I pak skutecné
overi, ze se jedna o inverzni matici.

Matice E;;(a) pfi¢te a-nasobek j-tého radku k i-tému. Inverzni operace je ode-
¢tenf a-nasobku j-tého fadku od i-tého, coz je representovano matici E;;(—a).
Zkouska opét oveéri, ze se jedna o inverzni matici.

Matice E;; prohazuje i-ty a j-ty fadek. Inverzni operace je tatéz, vymeéna i-tého
a j-tého radku. Tudiz matice F;; je inverzni sama k sobé.

Upravte nasledujici vyraz. (I — BTA™)A+ (BTB)TA™!

Reseni: S vyuzitim zakladnich vlastnosti maticového soucinu, transpozice a
inverze odvodime
(I -BT"A YA+ (B"B)TA™
=IA—-BTA'"A+ (B"B)TA™!  [distributivita]
=JIA—- BT+ (B"B)"A™! [definice inverze|
= A-B"+(B"B)TA™! [ndsobeni matici I]

=A-B"+B"BA. [transpozice sou¢inu matic|

Mé&jme blokovou matici (64 (B;) s bloky A, B,C € R™".

(a) Rozhodnéte, kdy je regularni.
(b) Urcete inverzi, pokud B = 0,,.

Reseni:

(a) Regularitu muzeme otestovat Gaussovou eliminaci prevodem do odstupiio-
vaného tvaru. Uvédomme si, Ze p¥i eliminaci fadku odpovidajicich matici A
nijak neupravujeme fadky odpovidajici C' a naopak. Regularita matice je
proto podminéna regularitou bloku C', v opa¢ném piipadé bychom dostali
nulovy radek. Pokud je blok C regularni, jsme schopni matici prevést do

tvaru
A B A B A 0,

Tedy pokud by nebyl blok A reguléarni, mohli bychom z tohoto tvaru ziskat
Gaussovou eliminaci nulovy fadek. Regularita bloki A, C' je tedy nutnou
podminkou regularity matice.

Zaroven regularita A, C' zajistuje, ze mizeme prevést matici do tvaru

I, 0,
O’I’L -[’VL ’
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coz je redukovany odstupniovany tvar puvodni matice s plnou hodnosti.
Regularita bloka A, C je tedy jak nutnou, tak i postacujici podminkou
regularity.

(b) Pro vypocet inverze muzeme blokové zapsat rozsifenou soustavu jako

A 0,1, 0,
(On C |0, ]n) ’
Podobné jako v predchozim poduloze se pii G-J eliminaci budou upra-
vovat Tadky odpovidajici blokim A a C nezavisle na sobé. Pfi prevodu
(A On | I, On) se nulové bloky 0,, po celou dobu vypoc¢tu nebudou meé-
nit a nebude na nich zaviset ani podoba eliminace. Na konci eliminace
proto dostaneme (In 0, A1 On). Obdobny prubéh bude mit i vypocet
na podmatici (On Clo, In). Inverzni matice méa proto tvar

A7t 0,
0, C')°

Grupy

Cv. 5.4 Zjistéte, zda je (Abelovou) grupou:

(a) (Q,+),
(b) <Q7_)7

(c) mnozina posunuti v R? s operaci skladani zobrazeni.

Reseni:
(a) (Q,+) je Abelovou grupou:
e s¢itani je komutativni i asociativni operace,
e neutralni prvek je 0
e k racionalnimu ¢islu ¢ je inverzni prvek —q.
(b) (Q,—) neni grupou, protoze rozdil racionalnich ¢isel neni asociativni ope-
race. Napiiklad (8 —6) —1=1#3=8—(6—1).

(c¢) MnoZzina posunuti v R? je Abelovou grupou. Asociativita plyne z asociati-
vity skladani zobrazeni a komutativita z komutativity s¢itani vektortu. Ne-
utralnim prvkem je identické zobrazeni e((z1, z2)") = (w1, 22)7 (tj. posunuti
vektorem (0,0)7) a inverzim prvkem k posunuti ¢((xy, 22)7) = (z1,79)" +
(a,b) je posunuti t 1 ((x1, 22)T) = (z1,22)T — (a,b)T.

Cv. 5.5 Vyplitte tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Vysledek zdivodnéte.

0[1]2

(a)

N —|[D| O
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(b)

W N —=|D| O
=)

Reseni:

V8echny tabulky az na posledni jsou urceny jednoznacné. Fakt, ze 0 je neutralnim
prvkem pro o urcuje prvni rfadek i sloupec tabulky. Existence levé i pravé inverze
omezuje pozice 0 na diagonale nebo symetricky podle diagonély. Asociativita
vynuti zbylé pozice. Dostavame:

o|0|1]2

(a) (1) ? ; (2) . aditivni grupa modulo 3, tj. (Zs, +)
212101
o|l0|1]2]3 ol0|1]2]3
010|123 01011213

(by [1]1/0[3[2|anebo|1|1][0]|3]|2
21213101 21213110
31312110 31312101




