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4. Operace s maticemi, regularni a inverzni
matice

Cv. 4.1 Dokazte pro A, B,C € R"*" z definice:
(a) (A+ B)T = AT + BT,
(b) (AB)T = BTAT.

Reseni:

Rovnost X =Y dvojice matic X,Y € R™" plati, pokud si jsou rovny vSechny
jejich prvky. Ve vSech podulohéach proto otestujeme pro libovolnou dvojici indext
i,j rovnost Xij = }/2]

(a) Z definice transpozice a s¢itdni matic vyjadiime

((A+B)")y = (A+B)ji = Aji + By

(A" + B")y; = (A")y; + (B")ij = Aji + By,

(b) Z definice transpozice a nasobeni matic vyjadiime

((AB)T)z‘j = (AB)ji = ZAjkBki

(BT AT, Z BiAfj z": BriAjp = En: Ajji. B,
k=1 k=1

kde posledni rovnost plati diky komutativnosti nasobeni realnych ¢isel.

Cv. 4.2 Dokazte:
(a) (ABC)T = CTBTAT,
(b) AT A je symetrickd matice pro kazdé A € R™*™.

Reseni:

(a) Z prednasky vime, ze (AB)T = BT AT, Tuto vlastnost vyuZijeme dvakrat a
vyjadiime
(AB)O)' = CT(AB)" = CT"BT A”.

(b) Matice M je symetricka, pokud MT = M. Ovérime tedy tuto vlastnost pro
matici M = AT A. Odvodime M7 = (ATA)T = AT(AT)T = ATA = M, coz

dokazuje pozadovanou symetrii.

Cv. 4.3 Spoctéte hodnost nasledujicich matic.
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4. Operace s maticemi, requldrni a inverzni matice

Cv. 4.4 Otestujte regularitu matice:

Cv. 4.5

@ a=(5 5)

(b) A =ab”, kde a,b € R".

Reseni:

(a) K vypoc¢tu hodnosti je mozné vyuzit Gaussovu eliminaci. Vidime, Ze druhy
radek je fakticky 3-nasobek prvniho. Proto po jednom kroku eliminace, kdy
pfi¢teme (—3)-nasobek prvniho fadku k druhému dostavame matici

1 2
0 0)°
Ta je jiz v REF tvaru a jeji hodnost je 1.

(b) Pro urceni hodnosti matice je dobré si uvédomit, jak matice vypada. Plati,
ze (ab’);; = a;b;, explicitné

a1b1 a1b2 (llbg Ce Cllbn - ale —
(lgbl agbg a2b3 Ce CLan - CLQbT —
a3b1 a3b2 a3b3 . agbn — - ang —

S r
apby anby apbs ... a,b, anb

Radky matice ab? jsou jen nasobky vektoru b?. Mohou tedy nastat pouze
dvé situace. Pokud a = 0 nebo b = 0, trivialné rank(ab’) = 0. V opacném
pripadé existuje aspon jedno a; # 0 a vSechny fadky matice jsou nasobky
i-tého fadku. Podobné jako v predchozi tiloze je tedy rank(ab?) = 1.

—_ N =
= W w
A N )

Reseni:
Regularitu matice miizeme otestovat pomoci hodnosti matice. Prevedeme matici
na odstupniovany tvar:

13 2 1 3 2 1 3 2
235|~[0 -3 1|~[0 -3 1
111 0 —2 -1 0 0 =2

Matice ma plnou hodnost, tedy je regulérni.
Rozhodnéte, kdy je trojihelnikova matice regularni.

Reseni:

Horni trojuhelnikova matice je jiz (skoro) v odstupiiovaném tvaru. Pokud jsou
diagonalni prvky nenulové, pak to jsou pivoty a matice je regularni. Pokud ale-
spon jeden diagonélni prvek je nulovy, pak v piislusném sloupci neni pivot, a
tim padem je matice singularni.

Pro dolni trojuhelnikovou matici je situace podobné. Matici transponujeme a
prevedeme tim na predchozi pripad.
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Cv. 4.6 Najdéte inverzni matici k maticim

o ()

1 2 3
(b |2 3 5

3 5 10
Reseni:

Ve vsech trech pripadech vyuzijeme algoritmu, kdy pomoci Gaussovy—Jordanovy
(G-J) eliminace prevedeme matici (A | I,,) na tvar (I,, | A™1).

(a) Pomoci G-J eliminace dostéavame

2 1/1 0 1
1 3|10 1 2
1
0

(b) Pomoci G-J eliminace dostavame

1 2 310

2 3 5|0 1

35 10/0 0

1 2 3/ 1 o0

~l0 -1 —-1|-2 1

0o 0 2|-1 -1
120%%
~0—10—%?
0 0 1[-3 -1
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